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内 容 提 要 

本 书 圾 日 本 新 波 蔬 店 出 版 的 现代 应 用 数学 从 书 之 一 的 申 攻 
本 。 全 书法.E 章 ,第 一 章 用 拓扑 空间 的 观点 介 萌 许 形 的 概念 ; 篆 
一 章 介 禾 本 群 的 一 般 时 全; 夺 第 三 章 开 姑 ,所 述 本 环 { 李 代数 ) 及 
村 表现 的 理论 ,对 林 般 本 环 ,中 单 阁 本 环 及 单 糙 本 环 的 糙 构 问题 
攻 了 详尽 的 介绍 。 为 了 使 于 区 和 对 李 娃 理 闪 全 搁 的 了 解 , 在 正 
区 前 后 如 了 识 者 序 和 校 后 如， 并 补 弄 了 蘑 干 雪 考 充 献 。 二 叫 训 
供 高 等 学 校 数学 柔和 物理 当 陋 生 帮 有 关 数 学 工作 者 内 考 ， 


现代 应 用 数学 从 书 
李 群 篇 


上 二 三 科学 技术 帅 上 有 版 塞 贞 版 
(上 次 瑞 名 二 有 路 生 0 续 ) 
.上 济 市 书刊 出 圾 业 荐 业 雯 可 外 二 3 嘻 


新 华 书 店 上 靖 发 行 所 改行 各地 新 华 书店 经 伟 
南 务 印 书 次 上 少 厂 印刷 


唱 


开 志 前 0 区 1T68 1132 有 印 瑟 7 持 /43 学 177,00 
T3i 纤 1 明和 冲 1 三 1962 生 1 月 贡 寺 次 反 己 
印 糙 1 一 170,000 


鱼 一 书生 13119 。 448 
定 价 : {十 四 ) 1. 站 元 


此 


人 | 到 


出 版 说 明 


这 一 套 书 是 根据 有 本 三 波 书 店 下 版 的 "现代 应 用 数学 讲座 "一 
放 而 成 。 日 交 原 书 共 上 匡 答 0 有 册 , 委 成 A.B 两 组, 各 畴 有 序号 。 现 


在 把 原 六 同一 是 目 分 成 珊 肝 或 三 册 的 加 上 合并， 整理 成 抽 种 ,不 


另 分 姐 矿 号 , 陆 入 盎 到 出 版 。 

这 套 书 小 及 的 面 很 广 ,其 内 容 都 和 现代 科学 丢 术 密切 有 关 , 有 
一 定 参 考 价值 。 每 一 本 书 收集 的 资料 莉 比 较 丰 富 , 而 叙述 扼 联 , 生 
同 不 多 ,有 利于 雍 者 以 较 短 时 间 党 握 有 关 学 科 的 主要 内 容 。 虽 然 ， 


这 套 书 的 菜 些 现 点 不 尽 适合 于 我 国 的 情况 ， 但 其 方法 可 供 贿 考 。 


因此 , 瑚 积 出 版 训 一 套 书 ,对 我 国学 术 和 界 是 有 所 助 急 的 。 
由 于 日 交 原 书 是 1957 年 起 以 讲 耕 形式 陆 精 出版 的 , 写作 圭 间 


和 籍 幅 的 限制 不 可 各 免 地 会 影响 原作 者 对 内 容 的 处 理 ， 为 了 尽 可 


”能 地 减少 这 种 彩 啊 ,我 们 在 每 一 表 本 中 , 特 请 次 者 或 校 阅 省 撰写 序 
或 后 记 , 尺 介绍 有 关 学 科 的 最 近 发 展 状况 ， 着 对 全 书 内 容 作 一 些许 
价 , 提出 一 些 看 法 , 精 合 我 国情 况 补充 一 些 疆 料 文献 ,在 文 内 过 于 
简 栈 或 不 足 的 地 方 添加 了 必要 的 注释 和 改正 原 书 中 存在 的 一 些 鲁 
避 。 和 希望 这 些 工作 能 对 蕊 者 有 所 帮助 。 


承担 翻 疆 和 校园 的 语 志 ,为 提高 书籍 的 质量 付 出 了 下 六 劳动 ， 


在 此 特 致 以 战 吾 的 闹 意 。 
欢迎 读者 对 本 书 提出 批评 和 意见 。 


”上海 科学 技术 出 版 入 
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由 于 原著 党 有 序 彰 ,一 开始 就 介 帮办 容 , 可 能 猩 访 者 了 解 Li 
群 坎 的 至 貌 带 来 一 定 的 困难 。 为 了 弥补 这 一 筷 陷 ， 泽 者 武 图 把 Lie 
_ 群 座 的 概观 在 这 里 简单 介 招 一 下 。 

Lie 群 论 起 源 于 “Sophus jie 的 速 积 群 论 , 它 是 Lie 在 斌 究 求 
解 微 分 砌 程 时 提出 来 的 。 当时 所 指 的 群 是 次 横 车 , 沟 过 扩大 推广 
之 后 ,目前 一 般 所 指 的 则 都 是 抽象 群 。 

Lie 以 毕生 精力 研究 这 种 群 , 疗 且 获得 了 成 就 。 首先, 他 建立 
了 无 穷 小 变换 的 概念 ， 使 得 速 炉 群 的 理 郑 趋 于 线性 化 。 其 砍 ，Lia 
还 研究 了 在 连 粮 变换 释 下 的 不 变 式 理 前 ， 并 把 它 应 用 到 微分 方程 
论 中 ,成 为 现代 解析 力学 里 通常 应 用 的 方法 。 

此 外，Lie 还 提 岂 了 一 种 连 粹 变换 群 的 接触 变 横 理论 ,以 后 鬼 
Uegaro, Piock, Kowalewski 等 人 的 研究 ,发 展 成 为 自然 几何 学 。 同 
. 时 由 于 巡 各 群 在 运动 学 上 的 应 用 ， 开 拓 了 它 对 几何 学 基 硼 理 询 方 
画 的 作用 。 当 研究 Eoclid 宏 风 办 的 立体 运动 时 , 若 运 动 的 形 失 不 
变 ， 则 运动 租 成 一 个 回炉 群 。Lie 完全 确定 了 三 维 襟 间 和 的 Enelid 
和 非 Buelid 运动 群 中 所 属 的 各 种 子 群 ,下 及 与 这 些 子 群 相应 的 几 
何 学 的 特征 。 利用 这 种 对 几何 学 甘 砸 理 荐 的 芮 献 ，Helmholtz 完 
成 了 用 运动 学 观点 去 描述 Enclid 空 尚 的 工作 。 

Lie 还 便 攀 试图 引用 Galois 理 葡 ,利用 开 方 求解 代数 方程 的 
方法 来 求解 微分 方程 , 可 是 他 在 微分 方程 方面 企图 开拓 Galois 理 
哈 的 愿望 并 没有 实现 。 这 一 工作 后 来 由 Pieard 的 最 初 尝试 获得 
了 成 功 ， 接着 Vissoit 在 线性 微分 方程 方面 又 建 六 了 这 一 理 薪 的 
基础 ，Prach 以 及 最 近 的 Ritt 又 利用 徽 委 环 的 理论, 用 炖 代 刍 的 
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方法 改进 了 了 Picard—Viggoit 的 理 芥 。 

到 目前 ,古典 的 Lie 群 葵 已 沟 有 了 很 大 的 发 展 。 首 先 ， 变换 群 
已 经 扩 谋 为 抽象 群 ; 其 次 , 若 把 Lie 的 第 三 基本 定理 , 序 构 造 常 数 
辣 的 代数 关系 作为 Lie 速 粮 媳 的 特征 ,那么 容易 看 出 ,对 复 分 运 算 


” 子 问 所 施行 的 徽 分 运算 已 经 转化 为 纯粹 的 代数 运算 。 很 自 - 


然 理 导出 了 Lis 环 的 构 念 ， 

Tie 确定 了 附属 于 Lie 群 的 Lie 环 所 应 满足 的 一 得 条 件 , 并 及 
指出 了 满足 这 些 条 件 的 环 必 是 Lie 环 。 这 一 成 就 可 以 说 是 Lie 理 
府中 的 一 个 基本 成 就 。Lie 本 人 是 从 局 部 的 观点 去 考虑 Lie 群 与 
Lie 环 间 的 关系 的 。 随 着 一 般 拓 扑 学 的 发 展 , 有 人 认为 必须 从 从 局 
的 观点 去 处 理 这 个 间 题 ,于 是 洪 成 了 近代 的 Lie 群 论 。 


从 近代 的 观点 出 发 ，Lie 群 是 一 个 具有 抽象 群 、 拓 站 空间 和 流 


- 形 等 兰 方面 千 构 的 有 机 桔 合 体 。 

本 书 是 在 这 种 新 的 、 亦 朗 公 局 的 观点 之 下 关 述 Lie 芋 的 。 第 
一 章 在 假定 蕊 者 已 经 具备 拓扑 空间 的 概念 的 基础 上 介 胡 流 形 的 桥 
仿 , 作 为 并 述 其 他 问题 的 准备 。 第 二 章 介 旨 有关 Lie 群 方面 的 内 容 。 
由 了 于 Lie 群 和 Lie 环 有 着 不 可 分 割 的 联系 ,所 以 为 了 彻底 了 解 Lie 
群 的 竺 构 ， 就 需要 对 Lie 环 进 行 深 大 的 研究 。 本 书 从 第 三 章 开始 
. 介 妆 Lie 环 方面 的 内 容 ， 
Killing, Qartan 等 人 在 研究 Lie 环 方面 做 了 很 多 王 作 。Car- 
.tan 对 于 可 解 Lie 环 、 定 单 得 Lie 环 和 单间 Lie 环 徐 大 构 的 研究 
获得 了 非常 丰富 的 成 果 。- 这 里 要 特别 指出 Killing-Oartan 定理 
Lie 环 成 为 秆 单 犯 的 充 下 条 件 是 它 可 以 表示 成 为 不 可 解 的 单 
神 环 的 表 和 。 这 一 定理 被 认为 是 Lie 环 之 定单 施 性 的 利 定 准 剧 ， 
有 了 这 一 制定 条 件 , 要 决定 和 定单 缉 环 的 精 构 ,只 要 把 它 归 精 为 决定 
章 狠 环 的 所 有 约 类 型 就 可 以 了 。0Oartan 确定 了 复数 体 上 单 施 Lie 
环 的 所 有 类 型 , 其 桔 谁 是 除了 维 数 为 14, 52, 78, 183 和 248 等 的 
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| | 县 涯 序 
特殊 单纯 Lie 环 外 ,只 有 四 种 。 以 后 Weyl 根据 对 表现 论 的 研究 ， 
巧 右 地 完成 了 对 复数 单纯 Lie 环 的 几何 学 的 分 类 工作 。 后 来 van 
der Waerden 与 IHHEHH 有 把 分 类 理 营 作 了 简化 、 . 

因为 Lie 群 是 拓扑 群 的 一 种 ,所 以 对 它 进 行 研究 时 ,自然 贾 联 
想到 表现 论 间 题 。 所 彰 表 更 ,就 是 指 当 一 个 群 全 确定 时 ,为 了 评 突 
湛 内 在 的 精 构 ,一 般 是 找 出 一 种 已 知 业 构 或 灶 构 比较 简单 的 群 瑟 ， 
例如 矩阵 群 ， 把 屁 拿 来 和 穆 来 的 群 G 作 比 较 ， 也 就 是 用 五 来 表 
现 G, 从 而 研究 群 @ 的 芋 构 。 由 于 是 一 般 的 群 ,而 是 是 特殊 的 
群 ,如 果 要 求 9 和 互 同 构 那 是 不 大 可 能 的 。 因 此 一 般 只 要求 比较 

“粗糙 ”的 同 态 就 可 以 了 。 这 样 ， 对 于 群生 的 梧 构 就 只 能 膏 是 “大 

致 " 了解 。 若 想 准 确 地 了 解 群 G 的 精 构 , 那 就 必须 借助 于 充分 多 
的 表现 , 以 便 对 9G 作 多 方面 的 比较 。 完 咏 多 到 多 少 才 叶 充分 ?就 理 
想 而 座 是 希望 用 表现 所 成 的 集训 5 完全 确定 一 个 群 的 精 构 。 我 们 就 
作 如 下 考察 ,对 于 任意 的 烙 , 只 要 将 其 所 有 的 元 素 都 喘 射 到 单位 答 
障 上 , 就 能 得 出 一 种 才 现 , 但 是 这 种 表现 不 能 单 泪 起 帮 用 ,因此 
的 两 个 互 异 元 案 必 须 映 射 到 互 异 的 知 阵 上， 这 种 表现 己 少 要 有 --… 
个 存在 。 由 于 表 更 是 同 杰 的 , 所 以 上 述 要 求 同 G 中 不 同 于 单位 元 
素 的 元 素 必 须 映射 到 不 同 于 单位 短 阵 鬼 短 障 上 的 间 题 是 等 价 的 ; 
这 种 表现 存在 , 我 们 就 称 9 具有 充分 多 的 表现 。 其 中 表现 的 存在 
性 是 表现 渝中 的 首要 于 题 。 在 一 般 的 情况 下 , 烙 在 上 述 意 义 下 不 
存在 充分 多 的 表现 ,因而 和 其 一 般 群 的 表现 议 带 夹 了 许多 困难 。 不 
过 , 当 群 是 致密 的 ， 区 者 是 局 部 数 密 而 义 可 换 时 | 充分 多 的 表现 是 
. 存在 的 。 

本 省 对 于 伯 单 六 Lie 环 的 表现 论 专 用 一 章 讨 洽 , 对 其 他 Lie 
环 再 琢 的 说 明 也 是 相当 娠 粗 的 。 至 于 古典 的 瞩 成 碟 果 ， 书 中 基本 
上 都 秦 到 了 。 | 

但 是 对 于 Lie 群 的 拓扑 车 构 未 全 担 及 ， 因 此 拓扑 群 中 的 


于 
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Peter-Weyl- 定 理 和 跟 它 有 关 的 各 方面 以 及 指标 理 匾 、 Haar 测 庶 
的 具 栖 形式 等 也 没有 近 到 ， 

号 外 ,拓扑 稀 和 Lie 群 的 关系 问题 , 书 中 也 未 加 褒 明 ， 对 于 这 
一 内 容 , 批 简单 介绍 于 下 ， 

如 果 G 是 一 个 拓 着 人群, 而 且 满 足下 壕 条 件 : 

(1 G 的 单位 元 素 之 某 一 邻 域 U 和 全 和 Joclid 空间 中 的 某 一 
区 域 成 同 且 对 应 ， 那 末 对 于 区 可 以 引进 举 标 ,使 T7 内 一 后 丈 可 以 
用 2 二 (9) 表示 , 当 wy; wy 允 都 广 于 U 时 ， vy 的 举 标 订 以 
用 2, 之 坐标 的 实 面 数 表 示 ， Bh (ve) fv, ,ls 
一 般 襄 来 ， 产 是 谴 积 的 ,但 未 必 上 有 具有 解析 的 性 质 ， 若 有 

《2) 可 以 选择 UU 之 华 标 (不 影响 拓 提 性 质 ) 使 7 是 解析 画 数 ， _ 

那 末 全 就 是 Lie 群 。 由 此 可 和 怖 ，Li 竺 与 一 般 的 拓 了 扑 群 有 很 大 区 

多 。 显 然 , 条 件 (二 是 具有 拓扑 性 质 的 染 件 ,可 是 条 件 (分 一般 却 不 
能 用 拓 豁 的 逢 和 何 来 表达 。 这 样 问题 就 来 了 ， 一 个 满足 条 件 \1) 的 
入 ; 亦 即 局 训 Luclid 的 群 是 再 就 是 Lio 群 ? ~ | 

这 个 问题 是 Hilbert 天 六 的 23 个 著名 问题 中 的 第 五 个 , 称 之 
为 "Hilbert 第 五 半 题 ”。 这 个 问题 在 致密 群 的 情况 下 由 J. Von 
Neumann, 在 可 摸 群 的 情况 下 由 开 0. llorrpangn 分 冲 葵 子 肯 定 
地 均 次 了 。Ohevalley 又 把 Tomrparag 记得 的 芋 果 扩充 到 可 解 税 ， 
同样 作 了 肯定 的 答复 。 博 . Cartan 利用 自 己 对 多 变数 面 数论 的 饼 ， 
究 , 对 复数 实 间 的 某 种 变换 群 , 即 所 请 拟 保 角 变 拱 群 问题 也 肯定 地 
解 并 了 。Bocehner 和 拓扑 学 圭 Montigomery 的 合作 研究 ,获得 很 
多 有 美 这 方面 肝 题 的 于 屡 甘 灯 。 租 对 于 一 般 (例如 订 数 无 穷 大 ) 的 
局 部 臻 审 糙 ，Hilbert 半 题 伺 本 和 能 解决 。 

此 让 ,由 五 , Uartan 开始 , 又 经 [hrosmann 大 于 省 土 等 全 研 
完 的 Lie 群 和 微分 斤 何 学 其 碍 理 洽 的 关系 阅 题 ， Wey1l 和 用 他 的 
到 现 论 对 概 周 期 责 数 葵 所 作 的 群 验 之 研究 ; Jacobhson, Brauer, 
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Candberr, Zaggenhausg, Cantmacher 等 人 在 一 般 体 之 下 所 作 Lie 
环 的 太 代 数 灶 构 的 研究 ,以 及 从 Lie 群 的 拓 站 研 守 开始 , 多 Jo 
parHH, H. Oartan, Frendenthal, Hopf, Ebresmann, Uhevalley, 
Filenberg 诸 人 研究 而 获得 的 Lie 环 上 之 同和 从 COohomology) 理 
论 , 欧 在 本 汕 克 围 之 外 ,证 者 可 以 另 选 套 首 。 

由 于 Lie 群 座 率 水 购 范 围 很 广 ， 在 一 本 小 册子 中 要 杂 部 包括 
进去 当然 是 不 可 能 的 , 实际 上 也 是 不 必 契 的。 本 书 例证 很 多 , 对 
Lie 群 的 一 般 理 论 叙 还 贞 比 较 详 妩 , 有 助 于 理解 ,是 值得 河 芋 者 推 
荐 的 一 本 较 好 的 套 老 书 。 

最 后 ， 由 于 水 乎 的 限制 ， 钳 惕 和 对 漏 之 处 一 定 不 少 ,， 望 评 者 
指正 。 
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第 1 划 流 形 
$1 流 形 的 例 ( 球 面 ) 


1， 辛 面 站 

在 平面 x 上 规定 符 行 坐标 当 Oxy, 对 于 和 上 每 一 点 了 , 确定 
其 华 标 (xz, 四， 和 加 所 周知 , 坐标 具有 下列 . 
性 质 。 

(1) 不 辐 的 两 个 点 具有 不 同 的 坐标 。 
序 裔 两 点 卫 , @ 的 坐标 分 别 汐 (0, 的) 
(oa 93) ; 那 末 当 古 关 和 时， 有 邮 关 oa 或 
Ya ” 

(2) 点 列 {Ps} 收 雍 于 了 的 必要 和 充分 条 件 是 

lim 多 一 wo 1im t= "0, 

这 里 的 12， 3 是 的 坐标 ， (Wo vo) 晨 了 的 坐标 ， 

(3) 以 任意 的 实 数 偶 (zw, 好 为 坐标 的 点 卫 在 5 内 存在 。( 由 
(由 知道 这 样 的 点 是 唯一 的 。， | 

” 。 ”这样 ,要 知 汀 下面 上 点 的 位 置 , 只 要 腾 得 它 的 上 坐标 就 行 了 。 象 

这 和 样 地 利用 坐标 来 责 述 平面 的 种 种 性 质 , 这 是 解析 几何 学 的 常识 。 


加 果 儒 葵 的 对 象 不 是 于 面 的 全 部 ,而 只 是 鞭 中 一 部 分 , 比方 


说 ， 只 考虑 圆 的 内 部 D, 那 末 D 内 每 一 点 的 位 置 当 匆 可 以 用 坐标 
表示 出 来 ， 不 过 这 时 必须 注意 ,上 述 的 性 质 人 和 (人 鸭 面 然 申 旧 成 
立 ， 但 性 质 (3) 则 必须 略 加 修正 方 能 成 立 。 壁 如 Owy 是 直角 坐标 


Fo 系 ,区 域 忆 是 三 以 点 加 为 中 必 , 以 了 -为 秆 径 的 转 的 内 部 的 胡 潮 末 


(3) 收 为 如 下 形式 。 


和 
-~ ip rr EE he 


第 I 章 施 形 
(3)” 以 满足 婉 十 名 二 全. 的 任意 实数 偶 (w, Y) 为 坐标 的 点 了 
- 在 卫 闪 (唯一 地 } 存 在 。 | 

如、 球面 

对 于 球面 S, 满足 上 檬 性 质 (1) ，(2)，(3) 的 坐标 系 是 否 存在 
呢 ? 阿 答 是 次 定 的 。 因 为 这 种 坐标 系 如 果 存 在 的 话 , 那 来 球面 将 和 
平面 阅 胚 (homeormorphie) 。 但 球面 具有 致密 性 ,而 平面 则 不 然 , 因 


此 产生 矛盾 。 根 据 同 样 的 理由 可 知 , 对 于 球面 ,满足 (D) , (2) , (3)” 


的 坐标 系 不 存在 。 

泽 震 以 径 庆 , 析 庆 来 定 球面 上 一 点 的 位 十 的 方法 ,不 能 当做 坐标 又 用 
用 。 因 为 北 构 与 内 概 芍 类 许 不 定 , 不 合十 坐 标的 附 一 友 定 尾 标 剧 。 

38 局 部 举 标 系 

就 如 上 述 , 对 于 球面 $ 的 全 体 昌 不 存在 坐标 系 , 但 若 将 8 分 
制 成 为 两 部 分 5' 与 5"， 那 末 对 于 这 
两 部 分 , 满足 上 波 (1) , (多 , (3) 7 的 坐 
标 系 是 否 存在 呢 ? 我 们 的 回答 是 存在 
的 。 例 如 采取 如 下 的 办 法 就 可 以 : 利 
用 空间 直 变 坐标 系 (zw, y, ,球面 8 
的 方程 写成 

入: 二 六 十 守 二 0 

图 1.2 5S 上 的 两 部 分 S' 与 S'' 分 别 以 条 件 
所 :2 SB < 

来 定义 。 过 S' 上 一 点 了 = (4, 9 2) ,下 接 速 南极 (0, 0, 一 7) 之 过 
线 变 xy 平面 于 点 (wv, 站 ,将 (i 2) 作为 8S' 上 对 诬 于 点 P 的 
坐标 。 同 样 ,过 S" 上 一 点 了 一 io g 为， 引 接 加 北极 40, 0, 的 
直 城 变 w-y 平面 于 点 (zy 9 0 ， 把 疏 ，9) 作为 5" 上 与 了 对 应 
之 坐标 。 芒 这 种 矿 式 构成 的 坐标 系 (x, v) 和 (, 名 将 满足 性 质 
(DD ,(2) , (3)", 这 从 以 下 的 说 朋 就 可 以 看 册 。 普 点 了 = (x, Y, 坟 在 


用工 访 形 的 全 (球面 ) : 9 
S' 上 , 则 由 简单 计算 得 站 * 


rr “了 3 
内 此 解 出 ,yz 即 得 
/go ye 2 ， za 
Cn si wh 信和 nbe Ee TE ek 
由 达 些 关系 式 就 腾 得 性 质 (TD 是 显然 成 立 的 。 若 (2, 9, 2) 速 标 地 
变化 , 则 心 , 由 也 涉 粮 地 变 件 ， 反 过 来 也 一 样 。 因此 得 到 性 质 (2) 。 
再 者 ,车 卫 在 8 上 变动 ,于 末 容易 知道 ,所 (2 中 所 措 输 的 图 形 是 
在 较 的 内 痢 . ， 
J 

因此 ,得 二 (3)'。 

S" 上 的 点 卫 一 (zw,y, 和 它 站 S' 上 的 坐标 (wv 9) 之 入 也 有 
同样 的 关系 。 不 过 这 些 关 系 和 上 面 的 关系 略 有 不 同 , 邹 

人 ， -J 信人 | 
i 并 一 人 
2 
ET be he v2 二 十 WU 二 中 十 2 
还 有 , 当 卫 在 5 上 变动 时 ,点 志 ， 分 所 描 葵 的 图 形 也 是 在 较 的 内 
部 8 
WB 

坐标 系 (wu 们 除了 在 ,5S 之 一 部 分 S' 上 作 了 规定 外 ,在 其 他 部 
入 并 未 葵 予 定义 ( 陈 南 极 之 外 , (w, 四 之 定义 域 可 以 扩张 到 8 的 全 
部 ,但 不 能 扩张 及 于 包括 南极 在 内 的 8 全 部 )。 因 此 , (ww, 候 称 为 5 
上 的 局 部 坐标 系 ，S' 称 为 局 部 坐标 有 条 (uw, 中 的 坐标 邻 域 (或 定 
义 域 )。 

和 .坐标 变换 

S' 与 8 之 共同 部 分 卫 一 总 站 8 内 的 点 了 一-(w, 9, 共有 
两 种 局 都 坐标 fw, 如 与 公 ， ?)， 队 前 面 各 式 容 易 推出 它们 之 间 的 


au 


关系 为 ， ， 
一 | 

一 六 ”六 
vw Pr FE 二 7 

十 攻 十 吕 

ra 二 六 30 
re 一 -二 一 一 
上 1 十 由 


对 于 也 内 之 虚 PP, 因为 看 太吉 >>0, 训 十 俯 汪 0, 所 以 入 是 * 
Qt, o 的 画 数 ,而 且 有 让 到 任何 阶 的 连续 导数 。 
由 于 这 个 事实 , 对 于 定义 在 球面 5 上 的 误 数 了 , 我们 可 以 规 
定 如 下 的 概念 : 了 在 8 点 一 点 忆 之 邻 域内 具有 上 阶 的 过 种 导数 
(篇 单 地 讲 , 玉 在 点 P 之 邻 域内 是 0 和 闸 数 ) 。 规 定 的 方式 是 这 样 
的 : 首 党 就 PES' 的 情况 而 篇, 当 了 在 S' 上 是 (vx, 轨 的 西数 , 且 
记 攻 五 一 90 v) 时 ，9 关于 四 9 有 值 镜 阶 的 所 有 伺 导 数 ， 而 
且 这 些 偏 导数 都 是 连 种 和 的， 也 就 是 说 , 作为 (w, 0) 的 图 数 ,p 是 
CO*- 面 数 , 这 时 称 了 在 点 了 PP 之 邻 域内 是 O05 丽 数 。 再 就 PE 5" 的 
情况 而 论 , 作为 忆 , 人 中 的 评 数 的 了 号 万 了 = 由 位， 四 时 ,车 也 关于 
,5 是 Ce- 画 数 ， 旭 称 关于 人 多) 办 是 CO 两 数 ， 如 果 己 是 在 史 
. 和 S*' 和 交 的 区 域 DD 一 5'NS" 中 ， 则 由 上 述 wv 和 名 ,VY 间 的 关 
系 知道 p fu, 中) 是 0*- 商 数 。 这 一 事实 和 由 区 , 加 是 05 面 数 的 事 
实 是 等 价 的 。 因 此 , 当 我 们 说 五 在 PE 力 之 邻 域内 是 OO 生 面 数 时 ， 
乃 意 味 着 就 (v, .0) 而 葡 和 就 远 , 9) 而 玩 是 无 所 区 别 的 。 
球面 5 上 的 区 域 8', S" 及 其 所 属 的 局 部 华 标 有 季 他 9) 和 和 
(; 如 构成 5 上 的 一 个 “ 流 形 构造 "。 以 上 壕 的 球面 情况 作为 模型 
的 流 形 概念 ,其 一 般 的 叙述 方式 将 在 下 面 提 到 。 


3$2 流 形 * 
. 1. 数 宣 间 
抬 44 维 数 空间 认为 Pr， 所 前 数 空 闻 .B2, 就 是 由 个 实数 记 成 
的 数 租 


) i $2 这 形 5 


r= ， 玫 | 
的 全 体 粗 成 的 集合 。B" 的 元 素 有 时 称 为 点 。 Rr 之 两 点 4 v= -er 
; 27) 与 y 一 (YF，…, 外 ) 车 有 - 
ki - 
出 称 它 们 相等 , 号 臣 +*=y。，(Ri 看 做 是 直线 ，R? 看 让 是 于 面 ，B 
看 成 是 三 亲 空 间 。) 局 ' 内 两 点 wy 痪 的 距离 zy 规定 为 
wy 一 Vm ti, 
这 时 Rr 就 构成 牌 离 空 关 。 对 于 距离 空 邮 下 内 各 点 +, yz 有 
(1) zy 之 0 (等 号 只 限于 xz = 时 成 站 )， 
(2) wy = ys, 
(8) wi ZY. * 
从 此 ,就 对 R" 引入 了 拓扑 构造 。 合 后 只 要 把 Rr 作为 拓扑 空 
间 自 处 理 , 指 的 都 是 这 种 测度 拓扑 。 
2. 流 形 的 定义 
” 巩 开 是 满足 Hausdorf 分 请 公理 @ 的 拓扑 空间 ， nn 是 自然 数 。 
当 由 型 之 开 集 竹 成 的 一 族 {Di jE J (7 是 标 数 的 集合 )， 以 及 
由 各 开 集 0; 投 于 于 之 肌 射 wy 已 葵 定时 ， 只 要 它 徊 满足 以 下 赫 
条 件 , 就 称 {0;、 gp} 所 成 的 系 将 〈 这 里 略 去 站) 在 了 上 定义 一 个 


国 此 于是 % 人 稚 的 0"- 流 形 。 所 说 的 条 件 是 

(TI) U; 全 怖 之 和 第 就 是 好 。 

(LT) 对 于 每 一 个 了 之 象 下 = 条 尼 让 是 下 内 的 开 策 ， 网 
是 由 上; 接 于 访 上 的 拓 提 映射 。 也 就 是 说 ，%) 省 一 对 一 的 ,书本 
身 以 及 其 这 映射 2 ”部 是 束 竺 的 。. 


~- 流 形 构 造 , 7% 称 为 流 形 的 维 数 。 或 者 可 以 这 样 腹 , 册 于 {Diyph， 


LU 对 于 使 Uj 站 Us 于 (gp 是 军 集 ) 的 和 任意 标 数 了 与 5, 有 


四 “拓扑 准 癌 及 其 有 有关 事项, 铺 参 考 本 从 书 酒 四 艇 叉车 x 和 集合. 拓扑 ,测度 +。 
如 ” 姑 置 本 从 书 河田 肯 义 车 < 集合 :拓扑 * 测 度 >。 


8 . 第 1 佛 流 形 z 
如 下 的 事实 契 立 :对 于 Uy 一 Tin Us 内 的 各 点 p, 如 器 
gs (PD) 一 人， (8))) 
- PND) = (Wp), WP) ), 
天 名， 的 交 数 (定义 域 是 pj( 林 jx) ) 9 这样 
”的 %* 个 画 数 可 徽 衣 到 任 次 阶 ,而 且 所 有 导数 是 巡 粮 的 : 简 认 状 0")， 
“ 这 就 是 说 , 对 于 尾音 的 自然 数 y 而 莹 , 只 是 全 的 
OO- 孙 数 。 [因此 ,车 把 以;…, 妇 潭 做 是 经， 和 的 画 数 , 那 末 ， 
所 角 当 然 是 在 px(0y8). 上 定义 的 0"- 画 数 。) | 
注 霹 车 在 {UTD) 内 内 论 束 是 志 ,…, sn 的 Cr- 画 数 他 是 某 一 自然 数 )， 
而 至于 其 他 的 假定 ; 凤 我 们 襄 规 定 了 六 的 收 - 流 形 掏 造 , 如果 村 蚌 二 yy 
的 洋 解 析 图 狼 , 即 坟 在 pi (0jp) 各 点 ( 码 ，…; 喇 ) 之 疆域 肉 可 展开 次 如一 局 ， 


一 昌之 宣 笑 数 时 + 则 壤 我 们 定义 了 实 解 太 的 流 形 构造 ,或 简单 地 税 ， 定 
义 了 0%- 廊 形 。 若 取 复数 空间 0" 代 闪 了 ,把 内 看 做 是 好 的 复 解 析 国 数 , 则 


而 样 地 可 以 规定 复 解 析 的 流 形 构 造 。 这 时 ”= 称 为 复 共 数 。 复 雁 数 为 "的 复 


解析 流 形 可 以 看 成 是 实 雁 芍 为 2 的 实 解 析 流 形 。 ( 道 命 是 不成立 。】 无 稿 是 

. 洋 解 析 流 形 或 复 解析 该 形 ， 共 情况 和 0~- 流 形 构 造 是 差不多 的 ， 所 以 为 了 髓 

音 起 岂 , 下 而 只 讨论 C”- 访 形 构造 。 | 

， 俩 1 取 RR" 当 作 并 将 单独 的 Rr 当做 一 族 {0) ;把 从 了 R" 捞 到 R* 的 

恒 等 映射 作为 p;; 尼 末 显然 (了 DD，(ID ， (IIT) 都 成 并。 以 后 凡是 提 汉 RB? 的 
0~… 流 形 构 进 ;都 是 指 的 这 种 出 {Uj Wy} 所 定义 的 Rr" 之 0~- 流 形 构 址 。 

例 3 由 1 里 所 渤 的 球面 S 上 之 开 亿 5' 与 S'' 和 它们 上 而 的 (wy *) 与 

”031 规定 了 S 上 的 一 个 和 一 流 形 构 造 , 这 从 外 的 各 述 直 就 可 以 蛤 姓 册 

来 。 


关于 由 {0 gjj 所 定义 的 性 之 0"- 流 形 构造 , p; 称 为 U; 上 
的 局 部 党 标 系 ， 0D; 称 为 %; 的 笛 标 廓 城 ， 对 于 吕 内 的 氮 中 命 


pAD) Dj 这))， 那 末 即使 不 提 9p;， 有 时 也 是 把 We， 


OQ。 详 并 之 ,这 司 味 着 在 oj(Dye) 上 规定 的 醒 数 276，…， tn) (f= 了 ,站 起 
" 症 咎 而且 对 本 * Er 站 营 点 2， Mit =piLu 人 中 成 站 i 本 
于 是 暗 一 -确定 的 )。 但 为 简单 起 凑 ,采用 上 引 上 的 襄 法 。 l 


. 2 诬 弄 

…, am 靓 成 是 局 部 坐标 系 。 妇 ，-…， wr 是 定义 于 1 上 的 实 画 数 。 
3， 画 数 的 可 微 性 定 尽 和“ - 流 形 构造 的 一 救 性 

设 村 是 由 {Uy, 9) 所 定义 的 O”- 流 形 , 六 是 并 的 一 个 开 侨 。 

这 时 ， 在 广 上 定义 的 实 丽 数 玉 ， 就 称 为 在 了 内 一 点 po 是 C* 的 

《2 基 日 拷 数 | 。 这 指 的 基 对 于 和 这样 一 个 有 加 SU 的 车 上 基 以 

Uj 为 坐标 邻 域 的 局 部 坐标 系 ( 刀 ，…, tr) 的 兽 数 ， 基 也 是 太 … 

， 的 0 一 图 数 。 这 时 从 (UD) 知道 ， 加 果 有 芒 一 坐标 分 域 UV 也 合 有 

Po， 草 卫 作 为 Us 上 的 局 部 坐标 条 2，…，&") 的 荫 娄 时 仍 是 Ce- 

画 数 。 这 就 是 说 ， 不 因 含有 po 之 坐标 邻 域 的 取 法 不 辐 而 影响 大 

在 点 Po 的 0 性 。 这 意味 着 下 在 点 po 的 C 性 之 规定 ,与 含 zo 之 、 

坐标 邻 域 的 取 法 无 关 。 如 果 五 在 了 上 的 每 一 点 都 具有 Cr- 性 ， 则 

称 了 在 上 有 0 性 。 和 如 果 对 于 任何 自然 煞 v, 都 具有 O"- 考 ， 


那 末 称 玉 在 六 上 有 C0*- 尾 ， % 
俩 1 上 的 二 ey 4 俯 十 一 十 wt 等 都 是 0- 罗 数 ,而 县 sin (Ww 一 吉 }， 
”等 杰 然 。 


若 除 1 ) 刷 入 之 下 ， 台 有 一 水 人 Pa a} 也 满 是 (1) (1), 1: 
这 有 时 ,由 1 V 所 定 六 的 开 之 O00" 流 形 档 刘 和 由 {Ua， gr} 所 定 
义 的 姓 之 C0"~- 流 形 构 造 同时 出 现 。 我 们 较 定 称 这 两 者 相知 ,其 规 
定 如 下 : 对 于 对 的 任意 开 集 六 及 其 上 定义 的 实 画 数 严正 关于 
{3，9 让 是 上 上 上 的 0 一面 数 积 六 关于 {Uay gn 是 上 的 CC- 医 
数 的 吾 实 是 等 价 的 。 一 

这 个 条 件 又 可 重 述 如 下 。 对 于 UN Us 中 的 性 意 j 了 与 a, 必 
DU 上 的 局 部 华 标 肤 分 别 为 (二 ,2 和 (1，… 0*) ， 那 末 : 
在 UNUs 上 作为 好 ，…， v" 之 画 数 的 年 一 个 必 都 是 Cr- 画 数 。 
而 有 在 UjiNnUs .上 作为 他 pp 襄 之 画 数 的 每 一 个 也 都 是 0~- 
而 数 。 1 
例 2 友 = BR 斌 考 赔 了 H 上 丙 个 系 箔 人 和 9 pi 与 全 5 9， 银 于 3.3 


由 8 ” 第 1 准 久 形 
”之 例 1 里 所 设 的 那样 规定 {Dy, gy} ; 而 对 于 {D4 P97 刚 作 如 下 之 规定 。 首 先 
单独 由 省 = Rl 形成 族 {全 外) 规定 专 {2) = 时 (2 之 3 区 时 )s 因为 0) 一 3 
bi(8) 二 83 所 局 1 是 刀 的 0%- 图 数 , 但 二 = (的 到 不 是 位 的 0%- 男 数 。 因 
睹 ;由 yy gy 和 C051 po 所 定 交 的 0"… 流 形 构造 不 和 相符， 
例 3 谣 石 是 在 实数 体 上 规定 的 % 各 向量 空间 。 当 的 基底 取 定 后 , 吾 
的 每 一 个 元 素 可 以 豆 示 为 % 个 实数 ( 支 量 )。 因 吐 ， 加 的 元 素 和 Rr* 内 的 点 成 
一 一 对 应 。 从 此 ,对 于 吾 可 以 导入 C"- 流 形 和 构造 (条 取 与 $2.2 俩 1 同样 的 
态 式 ) 。 这 样 的 C“- 流 形 构 迁 和 了 吾 的 基底 之 选取 方式 无 关 , 这 是 容易 知道 的 。 
.局 部 上 坐标 肝 和 坐标 叙 城 之 病 广 定义 
裔 六 是 由 {yy 2) 所定 闵 的 只 0"- 流 形 。 是 上 入 的 开 集 
,， (不 是 空 的 ), 人 0, -…, tr 是 定义 于 上 广 上 的 实 丙 数 。 当下 面 的 条 件 
(二 一 (及 成 立时 , 就 称 (v1，…, 42 中 是 上 的 局 部 坐标 未 ( 拓 三 意 
义 下 的 ) ,了 称 为 它 的 坐 奈 邻 域 @。 
(OD 上 的 0 一面 数 。 
(2) 对于 下 _ 上 的 点 2p; 有 Br" 的 成 ( 呈 人) 与 之 对 
应 。 形 成 这 种 对 庙 关 采 的 贞 射 8g, 是 由 抽 于 姑 中 的 一 潮 一 的 
上 映射。 
(3) 对 于 六 内 任意 一 点 po, 有 poE Uj 的 适当 Vj 大 在 ， 世上 
上 有 如 下 的 性 质 :由 了 于 UU 上 的 局 部 华 标 杀 ( 晴 ，…; 8 人 ,在 刻 | 本 内 “ 
作为 中 ，…; se 之 两 数 的 民 ，…, wr 写成 


vi P(t , 0 


时 , 本数 行 区 式 “ 
BF ,Om 
IT 
站 
A te, ei ) 
A A 


-和 0 正如 上 下 吝 义 所 启示 的 那样 ,这 时 ,对 于 了 之 任意 部 分 开 第 Fos 《2 …， 2) 
柱 成 它 上 面 的 局 部 化 标 外。 


& 该 浴 9 


之 值 在 Wi (ph) 7 WO 0) 处 不 等 于 0.， 

这 时 应 当 注 蕊 的 是 ,对 于 任何 其 他 的 Ui;， 只 要 poE Ue (3) 仍 
日 是 咸 立 的 。 事 实 上 , 识 Us 上 的 局 部 坐标 孙 是 (wi，…, YW 中、 下 
(了 D 知 六 ,对 于 UNDs 之 每 一 点 有 


Oe, ”” 2 O(a 4 一 1 
By yD) Oy, WP) 
BT, re, WH) _ A{W,: 0 OP, 7) 0 
Bm UB WD) (Ul, i 


利用 障 本 数理 甫 全 ， 只 (3) 就 知 六 wl 的 
画 数 (在 玉 几 太 上) ,而 且 是 0"- 济 数 ( 此 外, 还 知道 9(7) 是 如 内 
的 开 集 )。 因 此 ,在 到 上 定义 的 面 数 及 是 亚 上 的 Cr- 画 数 ,其 必要 
与 这 分 条 件 为 了 是 如，…， w" 的 责 数 ,和 而 且 是 它们 的 0”- 泵 数 。- 

更 由 隐 画 数理 散 可 以 扒 得 如 下 的 事实 。 设 4，…, 如 是 在 天 
之 开 集 广 ( 子 办 上 定义 的 实 画 数 , 且 满足 (1); 对 于 玉 内 之 某 一 点 
Po 以太 po 0 的 一 个 Vj, (8) 底 立 :那么 ， 洲 取 po 的 一 个 无 分 小 
的 邻 域 PoC 则 对 于 Vo, (TD , (2)， (8) 和 部 成 立 。 这 是 容易 知 
道 的 。 因 此 , (os1，…, 2 中 是 Vo 上 的 局 部 华 标 苹 。 z 

今后 , 当 我 们 提 汉 局 部 吕 标 系 以 及 符 标 代 志 时 ,就 是 指 这 各 
广 意义 下 的 概念 。 

屋 (2 …， o) 是 太 上 的 局 部 坐标 系 , 当 点 汪 属 于 玉 时 ,就 称 
(z7,，… so 仆 是 点 周 轩 (或 在 点 2p) 的 局 部 坐标 采 侠 。 

对 于 点 p 周 图 的 两 租 局 部 坐标 条 (中,，… 9) 与 ( 纺 ，…, 3)， 
其 闻 所 成 的 丽 数 行 询 式 在 点 jp 处 的 值 为 

| 各 ”例如 避 委 者 高 林 态 洽 : 租 析 查 葵 , 瘦 了 闪 ; 或 有 央 原 径 二 子 : 答 好 积 内 学 ， 药 

党 ,第 5 淹 。i 如 条 这 些 日 交 书 总 者 参考 起 来 不 方 异 , 则 环 可 姑 考 工 . M. uxrearoxsn 


短 积 分 学 数 程 (高 等 数 育 出 版 社 1955) 第 一 餐 , 第 太 章 人 2 一 一 校 省 注 ) 
”这 里 流 有 明 自 地 提 册 些 标 入 城 ,这 种 语法 比较 简单 。 


To 第 1 从 廊 形 


Dl + we) 
Br es yr 
因为 取 罗 E 如 ; 的 0;, 雪 及 在 MW 上 取 局 部 坐标 季 Mr 如) 时 ， 
人 (人 £0. 
BO, VF) Bu, 区 Dey- YY 


5，C~ 映射 

裔 于 1 时 量 中 - 流 形 ( 雁 数 不 同 也 可 以 , 竺 为 见 座 与 条)， 
入 是 由 Ma; 投 于 Ma 中 的 映 象 。 当 了 满足 如 下 条 件 时 ， 则 称 它 是 
《一 揣 射 。 


对 于 型; 的 性 党 一 点 po; 和 在 已 (pzo) 一 go 周 男 的 任意 局 部 坐 ， 
标 条 ( 扩 ，…， 9 ,以 及 它 的 华 标 邻 域 下, 取 po 周 园 的 适当 局 部 坐 


” 装 系 人 1，…， we") 以 及 它 的 坐标 邻 域 让, 使 
ny CCF. 
以 及 使 在 上 定义 的 于 个 实 画 数 尖 素 (3 区 (0E) 
全 是 Cr- 醒 数 @@。 
”这 时 ， 区 全 (二 ) 作为 人 pp 时 的 函数 ,以 
FD =p 0, 7 二 一 1 风 ) 


求 表示 ,由 此 形 咸 的 % 行 mr; 列 的 给 障 
Op Bp 一 
Br . Or"™ " 
Dr Dr™ jj 


称 为 在 点 区 的 局 部 从 标 系 (5 及 全 之 0- 映射 上 的 淹 数 生 障 ， 
琶 Jacobi 旺 障 ,以 
EA 
- or n 
四 ”从 而 了 是 连 盾 映 入。 z 
2 此 时 ;对 于 区 局 图 的 其 他 局 部 名 标 深 Lr, “和 mi , 蛙 标 孝 域 7 39 FVAcFs 
六 成 证 。 ” 


性 
) §3 切 向 量 杰 了 疝 11 
表示 。 在 站 至 于 发 生 泥 语 网 情况 下 ,可 以 略 去 下 ,简单 地 写成 


} a 
( 侣 
钙 M1 一 了 Ms 下 二 重 等 映 射 ; 了 (Pp) 一 p 时 , 称 (Byryar0， 是 在 点 名 关于 
局 部 华 标 过 (7) 与 14) 间 的 醒 数 短 陆 。 其 行列 式 就 是 辆 数 行 列 式 。 
z 鱼 2 条 一 Rl, 亦 序 下 是 定义 在 对 的 美国 数 。 豆包 (的 一 9EE 瑟 坊 作 
为 Rl 自 华 标 梁 ;以 
WROD SFID pT No 
来 表示 。 这 时 常常 把 (6050 下) 7 Gzip 和 
/ (Kr) Br), 
ri ? Ee - 
Pe 在 的 局 于 天 未 (cenl expressiotDe 
! 注 圭 0? - 肛 傅 可 以 仿 服 上 而 同样 地 定义 tr 是 月 然 煞 ) 。 
6. C0 一 拓扑 映射 
( 吝 打开 是 C0 一 汶 形 ,下 是 南星 : 接 于 Ms 上 的 一 对 一 约 映 
射 。 当 五, Fr * 同 蚜 C 上 觅 射 时 ， 期 称 了 是 和 由 型 1 变 于 My 上 的 
) ” 哲 扑 上 射 (Or- homeomorphiam 。 和 如 果 这 样 的 了 存在 ， 则 称 
0-~- 流 形 对， 与 Ma 互 为 同 胚 《 所 裔 同 脖 的 两 个 C0~- 流 形 ; 万 意味 


， ”着 作为 0"- 流 形 ,其 本 质 上 是 相同 的 ) 。 例 如 由 了 投 于 Br 上 的 各 
性 觅 射 六 二 蔚 色 sw1 get (ef 到 0 是 0 一 拓 拓 上 映射 。 
: z 53 切 向 量 空间 
工 .球面 的 急 平 面 与 切 庙 量 空 关 
” . 瑟 -” 内 的 球面 9S: 虽 二 说 十 条 一 下) 在 其 上 一 点 P= (wo Vo, 加) 
的 切 平面 大名 , 如 所 周知 ,是 
Tmo -yyot 2 — 7, z . 


在 切 平面 上 的 所 莉 全 性 检 成 一 个 二 杂交 阿 量 空 面 了 rz。 向 量 ia， 2; 
1 中 合 于 i 各 的 必要 与 充分 条 件 由 
da yo ter0 -= 0 


1 第 1 章 流 形 


表达 出 ( 因 鸭 点 (wo 十 4 Yo 十 8 加 十 中 在 切 平 面 上 )。 
现在 座 荆 在 1.38 的 人 上, 副 从 必 ' 上 


的 局 部 坐标 对 (w, ?) “ 髓 然 地 ”在 Ys 上 可 
NS 坟 规 定 一 个 基底 。 因 此 , 关于 这 项 基底 ， 
的 元 素 , 亦 印 切 向 量 可 以 用 两 个 支 基 琢 
示 出 素 。 下 面 将 对 此 加 以 讲 渝 。P 之 局 部 
坐标 就 为 (tw; v0) 。 在 S' 上 考虑 一 条 适当 
图 3.1 的 可 徽 曲 多 
POD= 8, yO zh), POO =P. 
茜 用 局 部 坐标 崇 示 它 ， 则 写作 (六; 2! 辐 )。 让 我 们 这 样 识 想 , 在 
t=0 这 一 点 ,这 双 曲 线 的 切 向 量 就 是 已 知 的 下, 中 的 一 个 元 款 。 这 
时 模 据 $1.8, 因 有 
外人) = Or ss (8) 1 (WH) 2 2 2 jy 
所 以 在 后 大 区 的 曲 绕 之 切 疝 其， 其 去 最 ( 简 训 光一 作 ， 新 (说 二 贡 
可 以 由 


Wt CE he 寺 六 | 2u [ww + 00). 
[a 


_ 求 得 。 或 者 为 了 看 起 来 方便 起 昂 ,这些 式 子 还 可 以 写成 以 下 形式 


或 者 利用 短 障 写法 , 记 


电 中 
加 _1 ey 2y 
x-( 中 | Be Bu U= , 


oe ll ee 


Te 


#3 切 向 量 空 隐 | 18 

把 它们 -写成 | | 归 
pi 
这 验算 阵 -的 阶 数 常 为 2，( 如 果 在 S' 上 的 某 点 之 邻 域内 , /的 
阶 数 小 于 2 的 散 ， 旭 从 作画 数理 论 知 道 , 在 这 点 的 邻 域内 S' 将 成 
为 一 曲 禾 或 一 点 。〉 因此, 访 给 定 后 , 立 可 以 唯一 地 确定 。 特 别 当 
1 一 0 时 ,对 于 以 六 {0} 作为 支 量 的 切 向 量 , 因 有 
六 一 DU OD,， 

耐 把 由 此 所 决定 的 UO) 称 为 这 个 切身 量 关于 局 部 坐标 有 (Hf, 0) 
的 支 量 。 嫩 然 , 切 向 量 (84/6u, By /Ou, 92/6u) 和 (ayao By18%， 
9z/289) 关 于 (ws0 的 支 量 分 别 是 全 ,0) 与 (0,1) ,这 就 是 上 述 二 向 是 
阴 作 向 量 窜 间 Tp 之 基 民 的 理由 。 局 时 容易 着 出 , 当 两 个 贡 癌 量 尖 
于 局 部 坐标 系 必 , 9) 的 支 量 分 曙 为 (O11) ,Ws 4 时， 出 其 和 的 
癌 量 之 支 最 是 (WW 十 ha ji 十 凡 3) ;前 洪 情 司 之 支 量 是 (ra KH) 。 
多. 硬 时 之 支 量 的 变换 法 出 
“在 球面 8 上 的 两 个 区 域 B 与 8" 的 共同 部 分 五 = 半 站 8” 处， 
葵 定 两 套 局 部 坐标 系 (w, ?0) 请 他 ?) ($1.3, $1. 少 ,因此 ,在 D 
内 一 点 卫 的 切 向 量 @; 5, 9) 有 关于 人 ,之 发 量 人 加， 以 及 关 


于 Cw, D0) 沁 支 量 以 ， Mh) 。 试 着 毕 必 ， 站 和 人 的 美 系 : 由 
Or Bs 


Hn 
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郎 得 Jj 
we) 人 
du Bu 
Du a 
这 因 9 = (以 4 关 示 式 里 的 短 隐 )， 
Quy AvVir ~ 
从 而 得 :出 


74(%)=7 (5) 


但 由 于 J 的 秩 数 是 2， 故 求 特 关 孙 式 


Ou Gu 
By dv 入 
DE 
3. 流 形 之 切 向 量 的 定义 

识 导 是 % 礁 0”- 流 形 。 以 上 述 球 面 的 情况 作为 典范 ,进而 关 
述 在 MM 上 一 点 之 切 向 量 的 概念 。p 周 财 的 局 部 坐标 系 之 僵 体 所 
成 之 集 记 为 yp。 由 ys 投 癌 Fr 中 的 映射 卫 嘻 D 果 具有 以 下 的 性 质 
时 , 旭 称 三 是 下 在 2 处 的 切 向 量 ( 妊 言 之 , 称 为 授 变 切 疝 量 或 迎 变 
向 量 ) 。 其 条 件 为 :对 于 yr 所 属 的 任意 二 个 局 部 坐标 系 (ct …， 

cn) 与 ( 妨 ，…， 芒 ) ;由 映射 荆 投 射 所 得 的 象 分 判 为 

L {le oO) La, 01), 


二 {ta i 2 (8, i 6*) 
时 ,与 关 有 如 下 的 关系 破 立 : 
i 


当世} 二 (6) 时 ， 央 称 (e，…, 0 是 切 向 量 /. 尖 于 局 部 开标 
Fab 机 东 ) 的 站 量 。 


$3 切 问 是 空间 全 


注重 1 以 上 会 鑫 提 到 , 工 是 由 加 投射 于 Er 中 的 映射 ; 关于 它 我 们 也 
“ 有 如 下 的 总 法 : 对 于 p 周 图 的 计 部 华 标 条 (zl，…, x") ,有 由 对 应 方式 使 被 称 
为 开关 于 (ao0 条 之 支 量 沟 那 # 个 实数 所 成 的 数 租 (ql，…， er) 和 它 对 应 。 关 
于 任何 两 个 局 部 举 标 又 的 支 量 , 共 朵 成 立 (*) 所 示 的 “ 支 量 变换 法 刚 ”， 这 样 的 。 
L 称 为 在 ?处 的 道 变 切 向 县。 
注 着 2 如 果 了 { 是 您 解 桥 的 流 形 ， 小 末 当 由 % 投射 于 0"(n 灯 复 数 宏 
间 ) 中 的 晓 射 满 尾 (+) 时 ,就 规定 了 并 的 切 向 最 。 
更 Kroneeker 符号 党 二 = 二 1 全 一 0 关 仆 ) 租 成 的 
(Bl1, 82, 1 OF), 
其 关于 局 部 坐标 有 对 ( 如 ，… ,42 之 支 量 的 切 向 量 ,特别 用 记号 
(357), 
ee 可 以 确认 ,这 样 的 瑶 癌 量 是 唯一 存在 的 。 要 甫 有 明 这 一 点 ， 
般 只 要 诈 明 以 下 事实 就 可 以 JY 。 : 
定理 ” 当 p 周 狠 的 一 个 局 部 坐标 系 (es, on) 到 及 个 实 
数 (w，… 4 中 任 痢 萎 定 时 ,关于 (v1，…, 2 中 在 外 以 {01 … 0") 
作为 支 量 的 切 向 量 工 是 唯一 存在 的 。 . 
枉 明 关于 wj 周 图 的 尾音 其 他 局 部 坐标 孙 ，…; 纺 ) 的 文 量 
《有 5 站 由 (*) 定 文 ,* 因 此 关于 zp 周转 的 另 一 局 部 坐标 条 (2 
的 支 量 (0 …, 5 有 


iu 


从 而 


7 让 他 
杰 统 定义 了 在 处 的 向量 。 之 联 一 性 是 入 明 昌 的 证 音 
在 Pp 处 , 了 L 的 道 变 切 向 量 之 全 体 所 成 的 典 记 以 T, (MM) , 或 简 
记 为 TT， 在 了 TD, 内 加 法 与 数值 姨 靶 规定 如 下 。 对 于 工 , 内 的 二 元 
素 4 与 8, 取 定 周 轿 的 一 个 局 部 坐标 系 (21，…， 2")， 关 于 这 一 


-Lg ri Lp rr EA Pr rp ri rp ri re Nm 
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18 畏 1 合流 形 z 

坐标 采 ， 44， 上 B 之 文 量 种 次 (1, a") ;(O， i b™), 大 于 局 部 从 
标 系 (7 ， "yn 98 1 (a TB, "a tr) 为 记 量 和 的 切 同 其 上 号 成 
4 十 B， 取 定 实 数 c, 关 于 局 部 华 标 对 dw， 0) 过 《og ,7 ta") 


“为 支 量 的 切 向 量 写 忒 4，4 十 B 和 c4 的 定义 与 局 部 坐标 系 {az， 


之 取 法 无 关 。 这 可 以 从 变 殉 法 则 (x) 是 支 量 闻 的 齐 坎 和 线性 . 
关 和 对 式 这 一 事实 看 出 。 显 然 , ?个 切 向 量 


(2 ) (总 ) 


粗 碾 也 的 基底 , 因此 , T, 是 实数 体 上 的 二 继 向 量 窑 间 @@。 这 项 . 


赴 省 吓 做 由 局 部 华 标 邓 (2 所定 的 Tp 之 标准 基底 。 了 js 是 人 慨 并 在 
Pp 处 的 切 岗 量 空 间 。 


例 1 由 p22 周 图 二 个 局 部 坐标 骤 (w) ，(90 所 定 的 标准 基 区 有 ， 利用 征 单 
计算 ,可 以 得 到 下 面 关 系 式 : 


(总 ) -总 各 (2 人 一 


” 生 ， 要 变 向 量 

. 切 向 量 空间 全 的 对 袁 向 量 空 间 记 以 他, 也 就 是 谨 , 把 在 工 ， 
上 定义 的 实 黎 性 形式 之 至 体 所 成 的 向 量 空间 记 以 TT;。 ZT; 之 元 烷 
时 做 在 p 处 的 协 变 切 岗 量 . 由 2 周 图 的 局 部 坐标 条 (2 所 定 的 了， 
其 标 准 基底 以 五 = (98/889), (一 1，…, 1) 当 表示 ,和 (J …', 荆 ) 
对 侦 的 下 之 基底 记 以 (61 …, ww 人 中， 这 就 是 就， of 由 

, :1 一 办 ， 
oO) = 二 (天 认 
规定 得 。(ol，…， em) 称 为 由 局 部 坐标 条 (ze0 所定 的 了 TD; 之 标准 基 
底 。 通常 用 训导 = (Go ， 人 好 一 1 ，，…, %) 溪 表示 。 当 Ts 的 元 
素 o 关于 甘 底 (wn 组 文 遇 记忆 ars; Qn 时 ,有 
加 一 Oo。 


敢 “在 复数 丰 的 复 解 析 许 形 的 情况 下 ,，Z 是 复数 本 上 的 # 粹 向 县 空间 。 


$3 切 疝 量 空间 z | 区 
”法 里 (01 …y om 是 协 变 切 向 量 w 关于 局 部 坐标 系 (so 的 文 量 。 
现在 , 试 求 由 Pp 周围 的 两 个 局 部 坐标 系 ( 风 (所 规定 的 了 
之 标准 基 压 (ao 与 《mp 期 的 关系 。 和 发 
Gy) ,= BN deh),, 


草 库 5 和 之 例 二 得 
Cs (on 3 )= -3 (FO : (a 让， ” 


因此 ,更 得 到 
-EN (ge) DY 
六 式 子 说 明了 短 际 0) 等 了 类 了 (Ont/ yr") 的 送 阵 。 从 此 有 
"as (CW ) Go。 
从 上 式 容易 看 脸 , 协 变 切身 量 人 关于 (2 和 (9) 之 支 量 (e4) 与 (8 
天 有 灾 挽 法则 
Br= 凡 ( 多 ») 。 (下 
成 57， 对 这 变 切 向 县 的 色 交 作法 用 而 前 上 面 变换 式 称 为 浇 步 


”的 (contragradient)。 箱 用 这 一 变 措 法则, 正和 关于 逆 变 切 向 量 的 


情形 一 样 , 可 以 合作 当 定 义 苏 变 切 向 虹 ， 这 里 从 哮 , 蕉 者 本 以 就 作 。 
5， 张 芋 
以 下 将 述说 nn 订 0~_ 流 形 相 在 一 忌 名 的 张 量 的 定义 : 性 
4 ,4 是 一 组 癌 量 和 区间, 傅 定 任何 一 个 4 都 和 了 或 了 Ts 中 的 
任 一 全 有 是 一 做 的 。 老 访 4 中 和 有 了 个 了 个 阅 芷 一 ?十 3 ， 导 未 
咀 岳 积 全 
四 。( 原 妇 源 注 ) 因 。 扫 号 量 积 双 称 为 相 积 (direct produact) 或 Cartesian 积 。 这， 
蝶 当 ?了 一 4 一 1 一 时， 4 名 … 名 二 是 实数 体 ,其 元 素 ( 自 数 ; 称 泡 数 量 (scalaryo 
有 涛 考 本 把 卡 守 代数 学 ?第 1 可 520 上 引 量 积 , 球 了 .1 TUJsron * 轴 性 空间 中 坦 * 


和 ab， 高 等 哉 育 出 瞩 永 1958; .MM. Tazahaar < 训导 代数 学 *，§ 23, 高 等 教育 出 版 社 
1959, 一 一 棱 者 法 一 


1 | 第 1 伦 湛 形 
A1%… A, : 
的 元 素 称 为 在 点 办 处 于 的 (了 7，s) 型 张 是 ( 详 首 之 , 应 称 切 张 量 ) ， 
r 是 它 的 北 变 阶 数 ，s 是 它 的 协 变 阶 数 。 特 别 , 称 (r, 0) 型 张 量 为 
r 阶 的 逆 变 张 量 ， 称 (0, s) 型 张 量 为 * 阶 的 协查 强 量 。 当 ">0， 
s>0 时 , (7, s) 型 的 张 量 叶 做 混合 张 量 ， 
(1, 0) 型 的 张 量 就 是 道 变 癌 量 ，(0， 了 天 的 张 量 就 是 协 变 向 
量 ; 以 后 为 了 简单 起 见 ,把 “在 点 jp 的 "这 人 条 语 省 去 。， 


注 蕊 ”对 于 混合 张 量 市 询 , 若 只 称 它 为 (r; 9) 型 ,其实 是 不 很 确切 的 。 例 
如 识 , 就 茶 一 个 ,1) 迎 的 张 量 而 言 , T 鲍 TT,@TY 了 TTI 罗 Tpy TOT 区 TT， 
都 是 恬 于 (2, 1) 型 , 击 反 过 来 全 知 属 于 (2, IT 型 性 乃 三 者 之 一 ， 悍 测 底 属于 
三 考 中 的 于 一 种 却 不 能 确定 (在 出 的 … 因 4 内 ,第 几 项 园子 是 道 灾 型 的 或 协 
谈 测 的 , 吉 以 标明 是 必要 的 ) 0。 不 过 大 体 襄 来 ;对 于 

Tr OTB TO BT (= (TO) * 
区 | 

的 元 素 能 成 立 的 事项 ,对 于 其 他 (r, 9) 型 的 张 量 也 能 成 立 。 
分 , 单 就 型 式 而 葵 就 够 了 。 : 


6， 张 重 之 支 是 到 其 变换 法 阳 
由 点 了 周 图 级 局 部 坐 棱 系 (2) 所 决定 的 了, 和 z+, 其 标 淮 基 底 
融 为 (LO) 和 (co0 ， 作 为 (Ts); 的 基底 取 mw** 个 
oO 
关于 这 个 基底 ， 当 (r, 归 型 张 量 SE (To)s 的 光量 写作 WD 时 ， 
草 这 0 个 数 0577070) 就 称 为 关于 局 部 坐标 系 (四 之 有 的 变量 。 
可以 写成 


S 一 罗 : ; > p22 LO OL oD 


Li 


田茂 后 在 凡 要 时 ， 强 量 之 一 可 中 用 Far …, 51] 考 求 囊 示 。 在 由 四 … 四 上 省 内 ， 
d= 了 了 时 规定 三 二 十 1, A 一 了 3 时 规定 :5 一 一 1 ， 例 吉 下 因 古人 多 和 业 之 元 到 和 度 归于 
和 一 工 ， 1, 一 并 型 的 环 量 . 。 


因此 不 必 仔 和 划 


$48 切 商 芋 纤 闻 10 
但 为 了 书写 简单 起 齿 , 在 本 节 兴 用 通行 的 规 航 : 关 于 上 下 两 次 出 现 
的 标 数 实行 总 和 时 ， 其 总 和 符号 可 以 赂 去 0。 因此 下 式 可 以 续 成 
S = S00 

关于 周 图 的 曙 一 局 部 坐标 对 (29 , 孔 最 5S 之 支 最 记 以 Sh， 
车 号 7}== (68319670)p, 本 一 (932/920),, 央 (2 所 定 的 标准 基底 
(1) (Go 由 

L=Jib, w= 
答 出 43.3, 4)。 因 此 有 

了 

把 窟 代 迁 

S = Si Se Bo 
里 去 ,就 得 到 

Op 一 i A 

这 就 是 张 量 的 支 量 对 于 坐标 变换 的 变换 法 草 。 利 用 这 一 变换 法 
天 ;就 可 下 委 33.8 那样 地 涵 定 义 暇 洗 。 

注 莫 ”对 于 张 量 ,着 依 $3.5 之 注意 中 所 述 的 那样 进行 区 中 时 , 则 其 支 量 
写成 如 下 形式 。 例如 对 {2,1 了 ) 提 的 张 量 而 论 ， Ty 吕 TO 扣 TY 了 的 守 久 7T,， 
TT 加 T, 所 属 元 素 的 支 量 分 别 写 成 S83 5S， Si 并 ， 

*#， 怠 量 之 运算 (和 与 积 ) 
首先 , 对 于 同型 的 双 医 91 与 9 和 ,其 和 有 TS 有 以 及 数量 倍 
， 积 1 以 是 实数 ) 的 意义 是 有 明显 的 。 关于 一 个 局 部 坐标 未 ， 它 司 的 
支 量 之 间 成 立 关 和 陛 : 
十 
CAD 二 
其 次 ,对 于 两 个 缆 量 SI 和 Ss( 不 局 的 型 也 可 以 ) ,可 以 规 孝 蕊 


年 34 i 由 后 , 强 量 其 不 定神 办 出 现 , 这 时 仍 用 总 和 符号 。 
净 妖 并 之 ， S11 Ng 此 洲 Ee, | Bt 到 时 。 


本 
b= rr hp TE EE TE = ri re i 一 一 一 一 一 一 一 i 一 i 一 mb 


0  . 荣 I 章 流 形 
们 的 张 量 积 Ai， 例如 对 于 : 
/ SETOT, SE TOT (8.1) 
有 SSE TOIT DT ! 
一 般 ， 当 1; Ss 省 属于 (ni， 81)， (Ta sa 型 时 , 有 剧 .O33 属于 
二 3) 型。 就 关于 一 个 局 部 坐标 柔 之 区 量 间 的 关系 而 音 ， 
张 量 积 S10053 之 文 量 等 于 D1, ma 的 支 量 之 乘积 。 例如 对 于 (‘8.1 
的 Si1 与 中 有 | 
(E03) i = (01) [Sa x 
关于 张 量 积 , 烙 台 皇 是 抱 让 的 , 即 “ 
{SD Da = Ds) , 
但 变 撞 律 一 般 趟 成 江 , 即 
.53 SzDS1 《一般 情况 下 )。 

8， 张 景 的 籽 灼 

有 一 和 操作 方法 可 以 由 (7, 5) 型 的 狠 量 作出 (7 一 1, 8 一 二 型 
的 线 甚 。 我 们 将 介 稻 由 了 的 了 CT 内 的 元 素 作 出 TTp 
内 的 元 素 之 灌 作 万 法 作为 例证 。 取 定 一 个 局 部 坐标 系 (0 美 于 
此, 把 张 量 SE DD 之 文 量 写成 站 -十 。 这 上 时， 对 于 一 
个 赣 蛮 标 数 ,例如 说 二 和 一 个 协 变 标 数 , 例 如 性 四 先 使 它 习 相等 , 
朗 “一 站 ,然后 难 + 从 工 起 到 nt 下 总 和 起 来 , 所 得 的 其 记 坊 天， 期 

Pi SY, 

这 样 , 就 产生 了 甘于 局 部 华 标 系 (o0 以 Pi 为 支 量 的 路 量 PE 多 
oP， 容易 知道 ， 后 张 盖 SS 作 蚂 量 上 的 操作 方法 和 局 部 坐标 系 
(2 的 取 瑟 是 无 美的 。 竹 车 上 ,天 囊 另 一 向 部 坐标 骏 (2 ， 驴 的 莹 
是 Si 服 反 变换 法 妈 ，, 部 


Be; 了 ) (加) (到 ) (ew 


gr) (9 ), (Cr), (2 2 


四 此， 


了 


aa 


$3 切 疝 县 座 闻 - 村 


-ws 


-7 / 
入 就 意味 着 BS4; 是 PP 关于 局 部 浴 标 系 (5 的 支 量 。 
象 这 样 得 出 的 张 莉 P, 称 为 由 张 量 8 的 第 工 送 变 部 分 与 第 工 
协 变 郁 分 在 实行 篇 狗 手 续 后 得 到 的 张 重 。 或 者 说 ,对 逆 变 标 数 了 与 
协 变 标 数 于 实行 给 区 手 矶 后 待 到 的 张 量 。 
同样 ,对 标 数 多 了 实行 精 葛 后 ,得 至 及 Qi 为 支 量 的 张 量 Q， 
P 与 Q 是 对 某 一 逆 变 标 数 和 协 变 标 数 经 过 着 煌 后 得 到 的 ,加 果 有 
区 别 之 必要 时 ,可 以 写成 
P=el(), Q=si(S) 
来 标明 但 。 显 而 易 昂 ,着 称 运算 是 米 性 的 ,了 世 就 是 襄 
sl (Si TS) — sl (1) fF si(83), 
ei (NMS) 一 e181) (4 为 实数 )，。 
襄 时 ,容易 赴 出 ,在 2¥ 7 玉兰? 的 情况 下 ， 6% 和 sf 两 个 运算 是 可 
换 的 : 


wi™ 


B81 = B18 

9， 协 变 张 量 所 确定 的 凶 重 米 性 形式 z 

散 5 是 流 形 用 在 点 pp 的 3 阶 协 变 张 量 , 人 1， …, 三 是 在 多 
的 3 个 道 变 向 量 。 居 下 = 下/ 的 … 加 卫 , 是 s 阶 的 道 变 张 量 , SG 
是 (s, 5) 型 的 张 量 。 对 后 者 逐次 施行 :次 的 纠 轴 运算 si s8， …， 
a， 最 后 得 出 一 个 数量 ca 把 它 写 成 5 CX …， 于 他: . 

一 E1 L000X) 一 =S (FI1,…, TY,). 

就 支 量 而 座 ， 姑 可 以 襄 朋 各 下 。 股 关 于 局 部 坐标 采 2) ,3 和 豆 ， 
之 支 量 各 为 , 


0 第 这 标 数 和 第 J 号 协 变 祭 数 刁 行 熔 轴 手 祯 。 


3 第 1 齐 计 型 


艺林 SO 之 支 攻 是 


pn i Ff i 此 四 
Cy ca ts) 


因此 ， : | 地 


四 呈 一 一 上 AS :Es 一 局 ( 芋 1 ， 4 不 由) 。 


Ca 


最 航 ，. 必 (1， 机 翌 虽 关于 各 上 入 是 线性 的 ,所 垢 此 蚌 XY,, i ep. 


的 8 重 弹 性 形式 。 特别 有 WS 
"2 9 
= D (Bx), + (gr) ) Bus, (3 .21 
如 后 D1 Da 省 为 TS 附 的 协 变 上 暖 攻 ， 而 访 1， 入 3 本 让 4s 是 得 
变 向 量 时 ,容易 验证 


(S160S3) (E11, Hr) 
一 属 1( 王 1， 四 和 站 总 3 全 -13 "sy 1) 
~ 19. 反 称 协 穿 张 量 | 
称 7 阶 协 变 张 遇 S 为 反 称 的 , 意思 是 指 对 于 任意 的 道 变 向 量 
下 1 如， 当 0 为 红 ，…, "的 任意 置换 时 ， 
N.Y =8(o) SH, 和 
成 立 。 由 $8.9 的 (8.2) 式 容易 验 赴 , S 成 为 反 称 的 必要 与 充分 条 
件 是 它 的 支 投 对 于 民 ,…, 站 之 任意 置换 有 
ison BCT) Oise 
例如 


人 tt 一 — ti 
注 壤 “一 阶 协 变 张 县 , 亦 即 落 变 向 量 常 可 诅 为 反 称 的 。 而 筷 ; 出 以 上 小 
出 ; 当 计生 中 于 少 有 二 个 相等 时 ;其 Si 一 0。 因 此 ,如 果 ? 庆 nn 十 I 那 
林 7 阶 的 色 称 协 变 张 量 其 实 就 是 0， 


和 (0) 洪 芝 7 之 符 叶 oi 详 表 之 : 部 当 5 为 供 置 摘 时 ， eto) 1 0 为 音 填 换 时 ，-. 


sr 一 一 二 


39 切 向 晤 空 注 和 9 
1i， 协 变 蝶 量 的 反 称 化 
对 于 协 记 上 蝶 晤 有 所 良友 称 化 的 手 各 。 诅 (2) 是 一 个 局 部 坐标 
凶 , 关 于 它 , 又 贡 5 之 支 量 为 St.%,。 现 以 


1 . 二 ec)Su 和 
防 里 的 总 和 是 对 所 有 T1,…, 站 之 看 换 oo 有 ?i 个) 施行 的 ,过 二 6 
! 必 为 支 量 的 7 昼 协 变 线 最 了 了, 正如 8§3.8 中 所 讲 的 和 妖 鹊 一样， 窟 


和 局 部 坐标 系 (2 的 取 法 无 关 ; 这 样 的 张 量 了 写成 了 = 4(8)， 
称 为 S 之 反 称 化 。 运算 子 4 显然 是 区 性 的 , 即 A 十 记 访 4) 
一 上 和 (1) 于 于 村 (21 ， S 的 反 称 化 了 是 反 称 协 变 号 其 。 吉 实 .上 ， 


站 Fa = 让 >， 好 (Tt 站 和 na 
1 
一 rs (05) pas (To ) ed 


一 号 (二 
容易 看 出 ,加 果 要 使 S 是 反 称 的 ,天 44(3) 一 S 这 一 多 件 是 必要 与 


充分 鬼 。 卫 一 449) 入 之 并 有 加 下 的 关系 , 就 是 , 对 于 任意 鸳 概 


出 最 三 j， | 入 有 
P(X1, Ro) = Belo) SX ,Fon). 


2， 上 反 称 苏 变 向 是 的 外 积 ( 反 称 积 ) 
z 裔 了 ,8 分 判 是 +, 阶 的 反 称 协 变 张 量 ， 旭 PQ 的 反 称 化 
4(P@ 和 是 十 s 院 的 反 称 协 变 张 量 。 这 税 的 线 景 称 汐 了 卫 与 8 的 
。 外 积 ( 或 反 称 积 或 Grassmann 积 ) ,写成 了 八 R，。 因 此 ,对 于 逆 变 
向 量 芝 1; …， 六 ,te 有 z 
(FAM) 1 | pt 


下 f 人 Be) -1 四 ocrin) 


《总 和 对 寺 7 十 中 的 苇 换 合体 上 施行) 例如 妆 ? 一 8 一 荆 时 ， 


1 Te ee el 一 


ni 
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(PA (Xi, X=3 {PXIQAXD 一 POCOQCEDTe， 


执 简 单 的 计算 知道 ,对 于 反 称 协 变 线 量 了 , 入 ， 吾 ， 有 
(PA R= A POVHDR), PAQA ER) = A(PHOVDR) 


有 成立。 事实 上 , 设 了 了, 旬 , 刁 各 为 p,，9， 7 人 阶 的 绒 量 ,就 考虑 它们 关 


于 一 个 局 部 坐标 系 的 支 最 。 屋 (1,…, 9 二 9 十 站 之 轩 换 全 体 所 成 
的 置换 群 为 如, 在 上 的 元 案 中 ,jp 十 9 二 1，… ,p++qg 二 "7 中 的 尾 痪 
一 个 咎 固定 的 那些 元 这 之 至 体 钥 诺 G 的 都 分 群 吾 , 划 有 
(p+ gr) 1A(PEOQDR,. pyar 
， 和 之 (cr) Pd ios. doppia 
另 一 方面 ， 

(9 十 的 1 人 十 9 十 站 下 人 下 入 的 六 天 emr 

(2 十 gq) | 人 (T) (P 站 0) tt pa dcr rp 

— (TF) {oe (p) 有 os 

= 加 \ep) 二 和 CC 全 ore Pssstisoem 


一 禄 (2 十 9 十 了) ! A POOOSORD) 06.40 . 
二 (二 机! (p+ gr)! A(POQADB) img 


于 是 得 到 
/ ACPOHDE) = PA 人 WD AR, 
同样 也 可 入 出 
十 (下 的 时 区 是) = PA {QAR). 
从 而 赤 合 律 


(下 A 二 六 已 一 尼 人 和 人 局 
也 得 出 了 。 邻 后 , 这 式 的 两 边 以 忆 AQAN 卫 表示。 至 于 反 称 协 变 
H 量 P, "ss P, 的 外 各 天 可 以 损 生 为 : 


和 从 而 ,着 了 , 昌 为 一 阶 时 , 则 PA 一 A PNPeD, 


+1 
吗 


3 节 疝 量 空 岗 二 
站 六 天 一 有 OP 人 Ps 人 (信人 大) 0) 

=4(PiD…GP,)， 

在 流 形 对 上 一 点 2 的 > 阶 反 称 协 变 张 量 之 全 体 记 以 4 (最 好 

写成 .4,(2) ,但 史 可 略 去 ) ，4, 当然 是 (T5)? 一 T3609…6OT? 人 r 个 ) 
的 一 个 线性 子 牌 间 。 在 特别 的 情况 下 有 

机 一 2 二 下 之 对 侦 向 量 空间 。 
当 ?>R 时 ，4; 羽 由 日 诅 成 。7 所 nm 时 ， 取 一 点 了 周 图 的 局 部 坐标 


条 CD， 则 ( ?个 的 


(Go) A A Cd) 人 < 
档 成 4 的 基底 ， 类 因 和 如 下 : 设 把 4, 的 任 写 一 个 元 素 地 宪 示 为 
P= Pi (dat) ,0 Ge) 
朋 P= A(P) = Pr (do) pA A (dot),, (8.8) 
这 就 是 设 , (dao 入 … 入 (dao)y 架 成 空头 4。 但 这 些 个 (gas 人 … 


站 rs 事实 上 ,对 于 实数 又 cu: 和 有 


FY os, a), A- A {dp ) ,=0, 


i 


天 这 区 站 这 的 张 量 作为 二 而 有 


(Jr 


因此 ,对 于 任意 的 7? 阶 协 变 反 称号 量 P， 可 灸 用 
P= Bows do), A A (dt), (8.4) 


叭 一 地 卖 示 。 这 里 的 or 和 上 的 文 量 Psy, 曾 的 天 好， 坷 以 从 


8. 忠和 (3.4) 求 得 


Cr 一 人 GE 


Lo 是 (1 …, 他 的 任意 置换 ,其 活动 范围 是 所 有 明和 铬 的 全 体 ) 。 从 


人 御用 Pr. 记 反 称 性 ,得到 
Qt Pi 


中 
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$C“ 映射 的 微分 


1. C~- 映 射 的 微分 | 
惟 形 1, 形 , 分 别 是 名, ww 杰 的 0"- 流 形 , 六 是 由 并 1 投射 于 
Ns 中 的 0 映射 ,PS 了 Hi 之 象 是 gq 一 了 (PD) E Ms. 在 点 史 处 , 必 1 
的 切 向 量 空 项 了 投射 到 在 点 Y 处 之 故 的 切身 量 符 间 了 的 于 
性 瑞 射 (38)， 的 定义 如 下 。 在 2, 9 各 取 任 意 的 局 部 坐标 系 ,， 记 以 
(的 和 人 0) 。 上 关于 (09 ， (WH) 的 图 数 短 陈 (2. 四 为 (CBA Da 。 
对 于 工 , 的 元 素 


, -Fe( 5 ),， 
有 7 
嘱 一 罗 W( 友 7)， (区 里 的 H 一 室 ( 委 站 
-和 它 对 应 ,形成 这 个 对 应 关系 的 线性 映射 T,-> 人 了 写 做 (QF),，、 称 
为 也 在 点 ?的 微分 。 容 易 知道 , (GdF)， 不 依 顿 于 局 部 坐标 系 (z0 ， 
(7) 的 取 法 。 而 且 ,% 行 m 列 的 短 障 ( (B41/84) 5) 的 阶 数 也 是 一 个 
定数 , 它 和 (2) ，( 扩 之 取 法 无 关 。 六 个 数 僵直 做作 "Mn 的 阶 数 (有 
时 也 称 为 了 在 点 的 阶 数 )。 
”如 果 更 有 由 好 ,投射 漳 0~- 流 形 Hs 中 的 0“- 喘 射 宁 , 则 容易 
知道 ,了 F 和 GG 之 赫 合 映射 Ge 是 由 ji 授 到 型。 中 去 的 0 号 
射 , 这 时 ， 
dGoF),= (G0 oo (aF), 
是 容易 验证 的 (Go 表示 映射 的 精 合 (或 积 )) 。 
其 实 , 把 (5)， 这 样 的 线性 瑞 射 之 对 偶 肪 射 写成 (35)。 亦 序 
(87), 是 由 TD; 投 到 ZT; 中 去 的 线性 号 射 ,对 于 T3 内 的 元 素 
= 字 (a) a 


有 ZT? 内 的 元 素 


学 


4 CO 映射 的 往 分 2 
8 一 之 pree)， (这 里 的 3 人 os) 


和 它 对 应 ,这 一 对 应 关系 是 9 一 (3),w， 因 此 ,对 于 工 EP 有 
(BF) om) (D) = (dF) ,CD)) 
成 立 。 为 了 看 起 来 肯 便 起 见 , 用 “内 积 妈 号 ” (on 局 代替 w(Z) ,而 
写成 z 
(BF)sw; D) = Cw, GF),D). 
2， 由 于 微分 而 引起 的 强 量 出 的 映射 
通 M1， 了 Ms， 玉 ， p，4，(2) ，(Y1) 等 所 表示 的 意义 与 $4.1 一 
样 。 由 (a8)s, 可 以 引出 自 (2)5( 一 在 点 的 7? 阶 递 变 张 量 空间 ) ， 
投向 (T2)5 中 去 的 楼 性 映射 。 那 就 是 , 圾 SE (TD)5 关于 局 部 坐标 
系 io) 的 支 县 为 So 对 于 号 有 关于 局 部 坐标 系 (yp) 的 支 量 为 
Pa 的 比 导 了 E (TO 5 和 宕 对 应 ,其 对 应 方式 蚌 


. Gi Oa .. 
Pn jr tr 
. ,之 { A Oatr 


这 样 的 黎 性 映 身 《Tp) > (CTO) ?5 态 写 成 lm， 它 跟 8$4.1 中 谈 到 
的 情形 一样, 和 和 105 (0 的 取 竺 无 关 。 


同样 ;由 让 ;可 以 引出 自 (TD? (一 7 阶 协 变 起 莉 罕 商 ; 投 向 


(TP,)? 中 去 的 郴 性 聘 射 。 那 就 是 , 对 于 在 局 部 坐标 系 (#7) 之 下 以 
D2. 为 支 量 的 攻 量 冯 9E (2 有 在 局 部 坐标 系 (国之 下 以 GB. 
为 支 晤 的 张 量 GE (了 9 和 官 对 应 ,其 对 应 方式 是 


59 


这 样 的 线性 映射 (Ts Cy 仍 写 成 公克 它 和 (29 ，(y) 的 取 
法 无 关 。 
从 上 面 的 式 子 知道 ,着 侣 是 反 称 线 量 , 则 日 也 是 有 反 称 的 。 此 欠 ， 
还 容易 看 出 
(Ba = (BF) ,10 (SF) yl. 


28 / 第 1 章 流 港 
特别 当 Q1, Qs 是 反 称 驱 量 时 ,明显 地 有 
(FY , (21 A 9) — (OF nt 人 (6F) tds, 

这 些 式 子 的 验证 是 属于 诸 性 代数 学 的 练习 问题 ; 族 者 可 以 自作 。 

号 ， 期 数 的 微分 

就 汪 是 规定 于 0~- 流 形 型 上 的 Cr=- 面 数 ， 也 就 是 襄 了 是 由 YM 
投射 到 Ri 中 去 和 的 0” 映射 。 如 果 PE 用, 虽 (47); 是 由 点 了 处 的 
德 向 量 空 因 了 , 投射 到 点 9= 了 AP) & 本 处 的 切 向 量 人 至 尚 Ty 的 族 


性 了 映射。 在 这 里 ;我 们 可 以 将 i! 之 各 点 Y 处 的 切 向 量 空间 看 


做 是 同 Bl 本 身 一 桩 的 。 因 为 以 Rl 本 身 作为 坐标 邻 域 之 自然 的 局 


部 坐标 系 介 : t(2) =z(zE RD) 在 请 上 是 存在 的 , 因此 ,关于 这 种 - 


局 部 举 标 系 , 在 9E Rl 处 以 a 为 去 量 的 切 向量 工 , 当 使 它 和 型 内 
的 元 素 ( 实 数 ) a 成 对 谨 时 ， 则 映射 一 >a 就 是 由 Pa 投射 漳 环 上 
的 一半 的 入 性 内 东 ， 由 于 这 种 关 荣 , 所 以 人 与 瑟 可 以 需 破 是 


从 由 ,我 们 访 (8 让 ， 是 由 十 ， 投射 RE 中 去 的 栽 性 喘 射 ,也 就 


是 说 (@P)。 是 规定 于 也, 上 的 灵性 形式 ,因此 , 它 是 了, 的 对 惕 向 量 
符 间 .Ts 内 的 元 素 。 

敲 (2!,…, 人 9) 是 虐 加 周 轿 的 局 部 坐标 条 ,UD 是 这 举 标 系 的 从 
斥 名 域 .因为 各 是 定义 在 上 各 交 -页 数 , 放 由 上 述 知 禾 , 对 于 
只 的 各 点 9, 可 以 规定 (G2 人 )4. 另 一 诱 面 ,作为 在 点 9 处 的 由 协 变 
向 量 所 构成 的 向 量 空间 Ti 的 基底 ,- 如 53.4 所 讲 的 , 有 局 部 坐标 
系 i2 所 定 的 标准 基底 。 这 一 基底 本 来 应 训 使 用 同样 的 记号 (de )。 
来 标明 , 但 目前 暂 记 成 (@1，…, wm 中 ,这 和 直面 提 珀 的 具有 图 数 之 
微分 意义 的 (az 。 是 一 致 的。 实际 上 , 车 把 Ts 之 标准 基底 写成 
,二 (89/6920 4; 旧 对 于 一 般 在 0 上 规定 的 0"- 丽 数 了 ,其 《df)c 由 


(Of) ea) 3 5) 


i 
上 


《和 的 德 天 39. 


所 规定 出 ,因此 ,作为 特别 情况 有 (Gm) a( 至 /) == 太 。 从 而 知道 


一 【2 
由 以上 的 计算 ,还 知道 公式 
Gf) = BF) ds) 


霹 走 。 

和 微分 的 性 质 

设 ja 对。 牙 唱 是 mw 认 的 0”- 流 形 ; 玉 是 由 和 投射 到 . 
蜡 3 中 去 的 CG*- 喘 射 , 对 于 型 :内 的 一 点 Dp, 有 9 一 FPNE 形 。 与 t 
对 应 。 并 认 了 在 点 jp 处 的 微分 (4 站) 的 阶 娄 为 7。 在 这 样 的 银 设 
下 ,有 下 面 3 个 定理 厂 立 。 

定理 上 如果 "一 m( 即 @ 丰 , 是 一 对 一 的 喘 射 ) 嘟 来 

(1) 对 于 点 ?9 周 图 的 尾音 局 部 坐标 条 (的 3) ， 当 (的 ) 适 
当地 排列 时 ，, (yo 下 ，… ,ymo 丰 是 点 p 周 图 的 局 部 些 标 条 。 

(2) 对 于 点 2 周 图 的 任 囊 局 部 坐标 季 (2，… 2 ，, 洪 在 点 9 
周 图 适当 地 取 局 部 耸 标 条 (名 … 2 时 , 则 2 一 2 了 ( 一 1…， 入) 
在 点 了 之 充分 小 的 邻 域 内 成 立 。 

(8) 醒 取 jp 的 某 一 个 邻 域 让 , 则 总 是 由 矿 投射 漳 下 (7) 上 
的 拓扑 映射 ( 严 ( 居 ) 上 的 拓 盾 构 造 是 由 型 的 构造 所 引出 的 相对 拓 
扩 鬼 造 )。 四 

是 明 (了 在 点 2 的 局 国 任 意 到 定 一 个 局 部 坐标 条 (so ， 因 逢 
障 (6 (yo 了) /8m 人 ), 之 秩 数 为 mr, 且 当 (9) 适 当地 排 烈 时 ,可 以 合 男 


积 短 幅 . 
dy °F, —? of 
Bg, . i |] x 


因此 , (Vo 了 9" 了) 组 万 皮 2 周 国 的 局 部 举 标 系 。 
(2) 在 点 9g 的 周 图 取 一 个 局 部 坐标 深 (9) ,使 (Yio 下,…yy"o 厂 ) 


0 嫂 1 旭 这 邢 


成 为 点 p 周围 的 局 部 坐标 污 ( 按 照 ( 耻 ,这 是 可 能 的 ) 。 用 这 样 的 局 
部 坐标 系 ,使 0” 而 笑 wi 采取 : 
T= oP, es PEP) (=1ly ,mm) 
的 表示 形式 。 由 于 好 是 0~- 国 数 , 所 以 裔 : 
bi) = mm), 
则 2 …， 2 基 定 义 于 点 9 之 今 城 内 的 0 一 丽 数 ,。 贡 以 2211 一 ym 二， 
如 一 名， 划 
| i | 一 | :2 | -- 和 8 3 ") 
(yi 下 

之 值 不 是 0 (因为 (op) 都 是 点 2 周转 
的 局 孝 坐 标 系 ) 。 因 此 ; (2 pw 和， 罗 ) 是 点 9 周围 的 局 部 举 标 
系 ,而 且 明 显 圳 有 x#oF 了 ==w! (j= 一 1 …, mm)， 四 

(3) 把 (2 内 所 述 的 局 部 符 标 系 (o90 和 (的 之 坐标 分 城 耸 别 记 
为 玫 与 刀 , 取 政 充分 小 ,可 能 部 ( 了 ) 和 CT。 自 人) 知道 ,对 于 入 内 
的 点 (以 坐标 表示 点 ) (51，…， 5”) 玉 枢 ,， 了 了 是 使 U 内 的 点 (以 坐标 
表示 ) ( 刀 ，…,E"，…， 后 ) 和 它 对 应 钦 映 射 。 从 玉 种 对 应 的 形式 堵 
来 , 了 是 由 矿 投 射 简 (VV) 上 的 一 对 一 而 且 往复 违 积 的 映射 。 


证 尝 
定理 2 浒 (sy 之 阶 数 7 了 =n 《部 GE。 是 由 了 投向 了 Te 上 
的 上 映射 ) ; 那 末 : 


(1 对 于 在 点 9 周 图 的 任意 局 部 坐标 条 (，…, 的 ,与 在 点 
2 岂 轩 存在 的 局 部 坐标 系 ( 叶 ，…, cm) 和 ,有 关系 
wyoF (b=1, ,nN). 
(2) 对 于 点 p 之 任意 邻 域 可 ， 有 了 (DU) 以 点 4 作为 内 点 是 包 
合 它 。 z 
是 明 《1) 在 点 jp 周转 尾 取 一 局 部 坐标 系 ( 人 2，…, *")。 因 短 


有 和 记 的 德 分 9 


阵 (BG) /8 之 秩 数 是 wm, 所 以 当 (2) 之 顺序 适当 地 安神 后 ， 
有 2 

| | 0. 
因此 , Go 下 p 周 全 的 局 部 坐标 
漆 。 把 它 记 为 (2) 便 得 证 。 

(2) 把 (了 内 所 这 的 局 部 华 标 条 (90), (9 之 坐标 邻 城 分 淹 写 
以 Vi 和 Us, 对 于 六 办 将 点 (和 po) 吾 是 便 Ts 内 的 点 
(所 …， 如 和 它 对 应 的 映射 。 因 此 ,对 于 如 ;的 任意 开 子 集 Uo, 显 
然 (Uo) 是 Us 的 开 子 集 。 竺 别 当 菇 是 的 分 域 时 , 了 CU NUD 
是 含有 五 (2) 一 9 的 开征 。 四 诞 毕 

注 妖 ”定理 1 之 (8) 与 定理 2 之 (2) 具 有 和 如 下 的 意义 : 
车 (4F)s 是 一 一 对 应 的 ;期 了 (站 p 之 邻 域 内 ) 也 是 一 一 对 贱 的 ; 
落 8 站 ,是 措 射 于 上 上 tonto) 的 对应 , 购 卫 [在 jp 之 分 域内 }) 也 是 抽身 于 上 
的 鸡 应 。 
这 就 是 讼 , 由 微分 的 性 腾 ; 大 体 推测 山 映 射 的 性 质 (在 点 3 的 附近 ) 。 但 
逆 作 时 和 不 一 定 威 六。 例如 襄 由 也 捞 于 局 上 的 一 对 一 的 映射 Ta 是 拓扑 
映射 ;但 (47)6 等 于 0， 

定理 3 识 m=n 一 7 (部 了 与 到: 园 维 ,映射 丈 之 画 数 行列 
式 在 点 ?处 不 等 于 由 ,在 点 六 取 适 当 的 邻 城 六 和 在 点 取 适 当 的 
邻 域 总 时 , 则 

(DD) 百 是 由 探 射 到 立 十 的 拓扑 映射 。 

(3) 殖 工 是 由 太 投射 到 三 上 的 CO 映射 。 

是 明 在 点 2 与 9 的 周 力 取 局 部 坐 桩 有 系 (四 ) 与 (的 ， 则 
VY 一 y= 1%) 刻 并 。 把 它们 的 坐标 邻 域 委 别 杞 为 玉 与 ] 二 。 
当 六 取得 充分 小 时 , 就 可 以 使 了 (VcCV'. 和 如 果 避 = 了 (V7) 便 
得 诈 。( 画 数 行 列 式 在 亚 的 各 点 上 关 0, 所 以 由 定理 2 之 (2 知道 ， 
这 是 了 Ls 的 开征 。) 证 举 


号 3 。 阔 荆 举 这 z # 


肢 攻 是 由 % 闪 0"- 流 形 li 没 射 到 另 一 其 0-- 流 形 Ms 上 
的 一 对 一 0"“- 上 归 射 ,和 如果 (dB 在 24 之 各 点 了 处 的 阶 数 是 ,出 
琅 之 道 贞 射 了 "1! 也 是 0"- 腕 射 (从 而 也是 0- 拓 拓 上 觅 射 ) 。 

注 震 ” 反 过 来 ,如 果 了 是 0~- 拓 拉 映 射 ; 则 对 于 各 点 p, 显然 [48 之 阶 
数 为 : 


i9 积 流 形 


4. 定义 

股 Wi， 和 各 为 mm 站 的 0~- 流 形 , 烦 定 Ma 并 之 0"- 流 
和 的 人 村 入 与 局 部 此 ($2.2) 分 别 是 

: {Uy Ps 
; {VF SB}. 
关于 积 空 间 并 ,Xx Ms 是 Hausdorff 分 离 公 理 的 拓扑 空间 ) 
的 一 个 O”- 流 形 构造 由 
Mx Ms: {UXV,, (pss 更 
所 定义 。 这 里 的 (gj, 几 ) 是 由 MIX Ms 之 开 第 DixF 投射 到 
Rm"te 中 的 开 集 py (09) Xx 由 (TV ,) 上 去 的 拓 盾 映射 ,而 县 由 
(is Bo) Py =p PD), Ha) PED, 9EV,) 
所 定义 。 因 为 $2.2 之 条 件 (T) , (ID (TD 在 这 时 是 明显 成 立 的 ， 
所 以 在 于 x 于。 .上 定义 了 一 个 0”- 流 形 之 构造 。 容 易 知 道 , 这 种 
定义 和 分 别 定义 和 Hi 与 于。 之 CO 一 流 形 构造 的 坐标 邻 城 及 局 部 坐 
标 系 的 择 取 无 关 ， 也 就 是 悦 如 果 选 取 另 外 的 航标 邻 城 与 局 部 坐标 
系 来 定义 Ma 和 WU 上 的 Cr- 流 形 构造 ,其 精 果 在 型 ; x 术 ， 上 规定 
的 0~- 流 形 构造 和 以 上 所 规定 的 是 一 致 。 这 样 得 到 的 CO” 流 形 
型 1x 了 Hs 称 为 下 与 Ms 的 积 流 形 (同样 , 0”- 流 形 2 ，…， 型 .的 
积 流 形 MLX…xX 型, 也 可 以 定义 ) 。 
， 例 BR? 与 BI 的 机 流 形 斌 是 B714, 
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2， 积 流 形 的 切 向 重 空 疝 ”。 
对 于 85.1 的 2 和 六 3, 所 和 与 把 9 周转 的 局 部 坐标 滩 分 别 
为 (和 道 ， 
是 型 :X 关 开 在 点 (各 ， 2) 畔 转 的 局 部 坐标 柔 - 我 们 还 知 道 ， 射影 
‘(projection) 
wv: NX My >M, wily, y) 一 必 ， 
Ts Mx MM ratlp, 0) = 
总 是 Cr- 上 映射。 因此 ,产生 了 由 点 他 ;所 和 HL1X 型 3 处 的 急 同 量 闫 
间 To.w 投 到 在 点 PE ;处 的 切 向 量 空 着 ,中 去 的 映射 UTXp.or 
以 及 由 Teo,w 投 到 在 点 《E 形 。 处 的 切 向 量 空 期 T。 中 去 的 映射 、 
(dma) oo,wy。 这 样 就 可 以 玫 如 下 的 方式 作出 To 二 TX 如 (二 向 量 
空间 之 积 ,或 解释 为 Po 与 T 之 直 和 ) 的 线性 映射 下， 那 就 是 对 于 


NE Too,wt 作 


SN) = dr) 60.0 NN), rae wn (MN)). 
现在 要 证 明 人 是 把 Tp,6; 投射 到 人 ,Xx 全, 上 去 的 一 对 一 映射 。 这 
只 要 注意 到 无 是 米 性 映射 ,说明 甸 (To,0) = 了 ,x 了 TT, 就 驶 了。 要 计 
阴 这 一 点 ,可 以 枉 取 LET, 和 五 E 和 ,它们 关于 局 毅 坐 标 系 (2 ， 
(im) 的 支 量 珊 为 (e0 , (8。 洲 取 关 于 局 部 坐标 系 {( 纪 ，…，2n， 扩 ， 
为 支 量 的 元 过 入 EE 人 Tp,ay, 则 显 
然 有 (drD) ow (NN) =L, (ra)o wtN)=L, 二 是 把 Tp,w 
投 到 了 ,x 全 上 的 映射 。 : 
今后 ,在 映射 王 之 下 ,把 Tt,w 和 了， x 看 岂 是 同样 的 。 


86 子 流 形 
1. 定义 
诅 半 为 % 杂 0" 一 流 形 , 太 是 开 的 子 千 。 葵 于 二 一 个 拓扑 与 
流 形 的 构造 , 并 使 它们 满 是 下 面条 件 (1) 与 ( 纪 时 ,就 称 访 是 闭 的 


sd 再 1 章 广 形 
子 流 形 心 。 “ 
(1) 由 疼 投 到 型 中 去 的 恒 等 上 映射 ;52 一 是 CO- 喘 身 。 


《21 对 于 江上 的 省 成 名 ， Ci) oy 之 阶 数 等 于 六 的 和 座 煞 Te ( 印 - 


ko 是 一 对 一 的 线性 了 映射)。 

国 此 ,由 于 (ao 在 2 处 不 的 切 向 量 空间 了, (7) 可 以 同 肚 地 
映 英 色 在 多 处 之 慌 的 切 向 量 空间 人 ,CM) 的 子 空间 上 。 由 于 局 肽 
的 关系 ,今后 总 是 把 工 ,(N) 和 T,( 订 ) 之 子 空间 看 成 是 一 梯 的 ， 读 
TN) ST, (MM), 

在 以 上 的 定义 中 ,要 中意 的 是 预先 规定 在 太 上 的 拓扑 构造 ( 称 
.为 内 部 拓扑 ) ,和 作为 开 之 子 集 、 由 NL 的 构造 而 在 入 上 可 出 的 相 
对 拓扑 之 阅 求 必 一 - 致 。 

特别 , 当 好 的 内 部 拓扑 和 相对 拓 赴 一致 的 时 候 , 称 站 加 让 


地 嵌 镶 《regularly imbedded) 在 半 中 的 子 流 形 (简称 为 正则 子 


嘎 形 )。 

如果 Mi， 六 ,Ms 都 是 CO”- 流 形 , 且 1 是 玉 s 的 ( 正 旭 ) 子 流 
形 , 而 Ms 是 Ms 的 子 流 形 , 那 末 明显 地 M: 是 Ms 的 (正则 ) 子 
流 形 。 

站 开 孝 流 形 _ 

习 开 是 ? 雁 吕 诚 形 , 避 是 型 的 开 集 ( 非 空 始 )。 定 义 寻 的 
0”- 流 形 构造 的 坐 某 邻 域 与 局 部 坐标 和 肥 裔 为 {D， pH (2.2)。 对 
于 UND;#0 的 Uw 限制 在 VNU 上 的 jy 记 为 98): 那 末 , 把 相对 
拓 盾 引入 可 他 站 本 op 人 就 在 吕 上 定义 了 一 个 %% 订 的 0"- 流 形 
构造 。 容易 知 洲 , 这 个 构造 只 和 六 上 已 妆 定 的 Ce 流 形 构造 有 关 ， 
”而 和 在 以上 定义 0~- 流 形 构 造 时 选取 {0;, 9p 放 的 方法 无 关 。 这 样 
得 出 的 0"- 流 形 林 当然 是 村 的 子 流 形 ,而 且 是 正 弄 的 。 象 这 样 拾 
: 十 0O"- 湛 形 构 造 的 U 称 为 型 的 开 于 流 形 。 
0 复数 脖 析 演 形 之 复数 子 港 形 的 定义 与 邮局 样 。 


| 


也 


$6 于 省 弄 . 35 
注 雷 0"~- 流 彩虹 的 子 流 形 为 NN 的 开 集合 有 一 点 pEN, 加 果 取 
开 集 习 充分 小 ; 则 不 的 开 子 流 形 刀 是 下 y 
国正 赔 村 广 形 和 二 .4 。 
3. 非 正 虽 子 流 形 的 例 
平面 RB. 上 的 子 自信 , 出 天 各 
(高 角 焉 标 ) 
(gy 图 6.1 
确定 。( 这 时 双 租 大 (emniscate) 。) 由 于 根 对 拓 牛 回 然 可 以 确定 
内 的 拓扑 构造 ,但 因 丈 不 是 一 厅 的 C”- 流 形 (只 要 看 原点 附近 就 知 
省 ) ; 因 焉 想 获 玉 以 0~- 流 形 格 造 , 借 它 艇 为 BR 的 正则 子 流 形 是 不 
”可 能 的 。 不 过 按照 下 述 方 式 , 六 和 已 
作为 CO”- 流 形 而 芥 是 局 胚 的 , 因而 可 
以 定义 丈 的 Cr 流 形 构造 。 那 就 是 对 
于 型 的 虑 二 使 也 的 点 


$+ 一 去 下 一 荆 ) 
于 


和 [ 攻 对 庶 的 映射 是 从 RR 搜 射 到 丰 上 

图 6.2 的 一 -对 一 映射 ;因此 ,把 这 个 映射 三 成 

-是 自 下 投 到 不 上 的 Cr- 拓 御 冉 射 , 从 而 定 由 站 上 的 CO- 流 形 构 

造就 行 了 。( 这 就 是 说 ,把 上 而 的 
取 作 如 上 的 局 部 举 标 系 就 行 了 。) 

同样 、 由 到 结 如 的 另 一 参数 

表示 


— OC 


只 


_ E841) #1) | 图 6.3 
莅 十 工 HT 


对 不 可 以 添 入 0~- 流 形 构造 。 从 对 些 添 进去 的 0~_ 流 形 构造 容易 
知道 , 玉成 为 BR 的 一 条 子 流 形 。( 由 上 述 知道 ,在 一 般 的 情况 下 ， 
对 0"- 流 形 4 的 子 集 思 , 定 义 其 0"- 流 形 构造 使 之 万 为 对 的 子 流 
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形 的 方式 , 昌 根 定 了 六 的 连通 性 ， 但 不 是 唯一 的 。 ) 
4， 正则 子 流 形 的 性 质 z 
时 权 1 访 刘 1, 村 ,是 0- 流 形 , 玉 是 计 , 的 子 流 形 。 所 是 由 
投 和 到 型 中 的 GO 一 上 册 对 ,有 旦 满 四 
. 和 FIM) CCN, 

(2) 五 是 由 机? 投 到 六 中 的 这 可 啦 射 (关于 柱 的 内 部 拓 提 和 
车 ) 。 则 奖 是 由 az; 投 于 四 中 的 0~- 映 射 。 

鱼 明 ” 族 于 ,, 蚤 的 亲 数 种 为 msm, mn。 取 时: 的 尾 查 一 所 办 ， 记 

2 一 二 (EN, 由 4.4 之 定理 二奶 (2), 取 型。 在 周 贺 的 局 部 
开标 系 (1，… om ,就 可 俐 (tos; …, wow) 是 下 在 了 周 图 的 局 部 
” 誉 标 系 。( 是 由 站 投 于 于。 中 的 全 等 遇 射 。) 再 发 (凡是 Ma 在 点 
周 图 的 任意 局 部 坐标 系 ,由 于 五 是 0 映射 ， oro 机 人 一 二) 
在 了 之 邻 域 丙 是 (9 的 0- 醉 数 。 由 根 裔 ( 引 ) 记 及 :NW 一 开 ,' 之 连 
车 性 可 知 ， 如 果 局 部 举 标 滋 ( 的 0) 和 (io 的 坐标 名 域 省 为 F， 
已 和 开 , 则 有 

FP) WoU. 和 
， 国 此 ;,， woro 玉 (7 =] 人员 可 以 在 上 定义 ,而 且 蚌 的 CY- 
数 。 这 就 是 诡 玉 是 由 形 : 投 到 中 的 CO"- 睦 射 。 .证 举 .. 

系 1 裔 了 是 由 0- 流 形 攻 投 射 济 男 一 0 流 形 凌 ;中 的 
0™"- 岗 笛 ， 上 是 漠 ， 的 正 惠子 流 形 ， FCMD CN, 了 是 由 MAM; 
投 到 NW 中 的 0- 映射 。 

骤 2 访 0"- 洲 形 开 的 两 个 子 流 形 刘 1 与 3 辣 是 正则 的 , 如 
果 Wai 和 六 作为 型 的 子 集 是 同 锻 的 , 郎 入 一 入 3; 则 六 /和 VWs 作 
为 C~- 流 形 也 是 同等 的 (正则 子 流 形 之 C”- 流 形 构造 的 一 致 性 ) 。 

注 震 对 于 非 正 划 的 子 流 形 ; 漆 ? 不 一 定 成 立 。 例 如 在 $6.3 内 ; Ra 中 
的 双 吉 篇 具 有 两 个 不 同 的 Ce- 流 形 构 坦 。 


意 理 2 m 灯 的 0™~ 访 形 闪 ， 其 号 霜 的 正则 子 沁 刻 为 访 , 在 视 


dl 站 - =- 一 一 — 


本 下 本 


本 一 a Tr Laser 一 -rr rar em 一 一 一 or 一 业 一 一 cm 一 EPEFPIPPPIPIIIPIPIPFPPPPPTE 下 CT 一 CE 一 mm pti re rrr i = 


86 子 浪 形 . 时 
内 任意 一 点 2 的 周 图 存在 XY 的 局 部 华 标 系 (y1，…, 9y") 及 其 坐标 
叙 城 U1， 且 . | 
NNU— {9E Us ID =0n+F1s jem)}. 

证 明 ”在 2 有 周 图 的 于 之 局 部 坐标 采取 作 (0, 使 (oloty 
eo) 是 育 在 p 周 图 的 局 部 坐标 季 (是 使 一 下 的 恒 竺 映射 )。 
(v9 和 (wio0 的 坐 层 邻 城 设 为 六! 与，， 因 为 慷 是 正则 的 ,所 项 当 ， 
在 性 上 了 到 pp 的 邻 域 U 充分 小 时 ,其 

US, UNNCYs, 
双 因 为 05 证 一 和 十 1 十 2，…; 0) 是 点 PP 在 镶 内 的 郭 城 UN NN 


- 上 二 义 的 CC 一 夯 数 ， 因此 可 以 表示 感 ver, 的 0"- 面 数 : 


ot 


z 耽 里 ,9* 的 定义 城 有 加 下 述 。 朗 由 


pg 一 (0 eG)) (gEU) 
所 定义 的 映射 w: UR", 使 避 W 的 象 是 吾 =p(UNN).( 四 是 
的 开 集 )， 从 而 UN 上 一 点 9 的 宫 个 从 标 ti 一 wi (9 一 1,-…， 
m) 满 足 | 
二 《全 .二 
反 过 梁 , 假 识 上 上 一 成 9 的 坐标 为 i 一 2(9) 全 一， 了) 苇 前 
面 的 % 个 举 标 ‘0，…,， 40")E 加, 而 其 余 的 符 标 满足 (8.1), 则 
9EUNN。 这 是 因为 ,者 取 9LEUNN 使 gq) = (90), 旧 
91 的 坐标 吕 一 (9) 一 工 请 是 一 亲人 二 WR)。 从 而 
对 于 % 十 1 志 7 志 和 % 的 省 个 了 有 | 
六 一 六 人 
因此 , 一 yy， 亦 即 9EUN 
其 卖 , 在 点 处 ,于 六 内 的 邻 域 .上 所 定义 的 和 个 0"- 丽 数 
yy 由 
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= gy or) lj Em) 
记 交 出 。 2 ‘yo 中 的 每 一 个 ,可 以 定义 在 对 的 开 人 :一 pW) 


上 (由 于 WEUCO. 
全 假设 使 Us 一 7 的 出 射出 由 
pa = GD) (EU 
” 涩 定义 ,由 显然 是 一 对 一 的 0 一 映射 ,而 电 在 Ui 的 各 点 9. 上 有 
1 0 
aw) 1 | 
551 00 本 
站 ， 


因此 ,〈 屿 是 及 Ca 作为 坐标 邻 域 的 型 之 局 部 华 标 条 。 于 是 有 
{ye Us; HD =0 人 二 入 了 二 各) 
{9EU; P(g) EE, wg) 
FD wg) ), "Te™) 


=sN NU 
得 明 显 地 入 站 UCNNU, 而 生态 NNU, 周 而 有 NNNUi 
WNDU, 因此 (y9 与 0 郎 为 所 求 。 ”证 昨 


这 个 定理 意 际 着 :在 任意 一 点 的 邻 域内 , 取 适 当 的 化 标 系 (9 ) ， 
则 关于 这 一 坐标 系 , 正 则 子 流 形 可 以 用 “局 部 方程 ” 四 
y=0 n+l jm) - 

表示 出 。 反 之 ,如 下 的 逢 定理 成 立 。 
定理 3 设 w 亲 0 - 流 形 的 子 集 访 , 对 于 某 一 自然 数 wm 人 sm 
三 m) ,在 下 上 任意 一 点 的 周 国 具 有 如 下 的 局 部 万 程 , 郎 对 于 站 上 
一 点 Pp, 在 Pp 的 周 图 ,WM 的 局 部 坐标 对 (四 及 其 坐标 分 域 0 存在 ， 
而 且 当 
NNU={gEU; w=0 (HL<S7 二 mo)) 


mr -meshes rr Err 
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HO ,对 六 引进 0~- 流 形 构 造 ,就 可 以 使 六 成 为 覆 的 正则 这 流 形 。 
(对 于 这 样 的 六 8 广 0"- 流 形 构 造 的 廊 式 当然 是 唯一 的 ,) 
旺 明 发 站 上 具有 的 拓扑 是 由 于 狂 导 出 的 丰 对 拓扑 。 而且 


“对 于 访 上 的 各 点 9, 有 定理 中 所 说 的 村 之 局 部 坐标 系 (2) 及 其 坐 


标 邻 域 U0, 和 pp 成 一 一 对 应 。 当 Pp 在 久 上 变动 时 ,NW 之 开 集 所 成 


一 EL 
来 定义 , 记 以 g,(09) 一 机， 在 ER" 的 所 有 点 中 ,把 形式 如 (在 ，…， 
如 ,0,，…,0) 的 点 之 对 体 构 戊 的 集合 记 为 Br 如 把 gp (UD, 站 入 ) 
一 加 ,站 Br" 认为 也 ,, 剧 因 , 是 B” 的 开 条, 所 以 它 也 是 Br 的 开 
集 。 如 把 .2， 的 定 立 城 由 Us 限制 为 Fn 下 ,大 且 把 所 得 的 映射 
写作 册 , 剧 容 易 知道 , 如 是 由 Ton 投 到 如 上 的 拓 拉 峡 射 。 
这 时 只 要 怠 放 和 肝 就 {NW ND,, 由} (2 在 玉 上 变动 ) 满足 $2.2 的 
四 ，GD ，GED 就 可 以 了 。 由 上 述 的 内 容 获悉 , (T) 与 (IDD) 之 琪 足 
是 不 成 阿 题 的 ,因此 只 要 可 证 (IITD) 即 可 。 必 (Don 闻 ) nn) 
¥0(p, 9EN). 天 记 ， . 
A=B, NU ND, B= TU, NU NN,- z 
训 4 吾 各 为 下 Po 之 开 集 。 现 在 其 要 能 膏 朋 poogps :A> 民 与 


的 族 {NW ND,} 复 闵 六 :入 一 CNNV)。 由 如 投向 BR* 中 去 的 一 
”对 一 映射 wm 以 本 


pog7lB->4d 都 是 CO- 喘 射 就 好 了 。(4，B 看 成 是 Br 的 开 子 流 “ 


形 。) (如 果 能 铝 散 到 这 一 步 , 刚 交 是 0”- 流 形 ,至 于 廊 是 术 的 子 
流 形 这 一 点 ,从 型 , 的 局 部 坐标 采 之 取 法 就 可 以 明 身 。) 因此 所 
有 的 问题 归 皇 为 如 下 的 引 理 。 


名 ”或 者 取 较 绕 的 条件 也 行 , 那 就 是 “对 于 上 .上 各 点 有 舍 2 的 并 之 开 生 书坊 
U 作为 本 标 鱼 谨 ， 昌 周 画 的 局 前 他 标 洒 (ec 已 莫 在 事 上 定 并 的 矶 一 下 个 姑 - 丁 数 
9 py gm 存在, 和 而且 它 个 在 避 上 基 被 此 无 关 的 , 亦 即 扎 阵 【3gt73atz 力 之 防 数 等 于 
一半 入 且 对 站 UE 一人 和 jn 一 2)] 刻 辣 "这 监 因 为 可 点 扩 张 


-ly nen 使 之 让 为 了 局 兰 的 局 部 替 标 驴 的 静 训 。 


bE 


#0 第 1 齐 沉 形 


号 | 理 型 : 与 亲 各 为 R* 与 如 的 开 子 流 形 , 丽 了 是 由 凌 ， 
投向 形 : 中 的 C0- 饼 射 ,而 二 和 4 各 为 RR* 与 户 的 粹 性子 空 而 人 9， 
如 果 

FNMD) CL NM,, 
剧 定义 域 稻 制 在 五 介 开 1! 上 的 下 是 僵 的 开 子 访 形 疡 用 并 3 投 
间 Ls 的 开 子 流 形 荆门 六 中 的 0"- 鼎 射 。 

幅 明 适当 地 选取 Rr" 的 平行 学 标 系 四) ,可 以 使 Li 具有 方 
程 一 0 十 lj 所 %)， 同 样 ,适当 选取 B" 的 平行 坐标 系 (9)， 
可 以 懂 上 ， 共有 方程 入 一 Op 十 二 下 安 g) 。 和 这 里 的 与 和 是 已 
与 Za 的 订 数 。 因 玉 是 0- 映射 ,斯 以 Wo (j=1, "和 NN) 是 
1， 的 0" 而 数 。 于 是 (2 or 和 ( 妨 ，…， 9) 分 别 是 
并 和 上 站 的 局 部 坐标 了 系 , 耳 Hof(f=1…, va) 是 
2 0 的 C- 菌 数 。 命 旺 得 储 。 诈 闻 

5， 作 为 一 点 的 象 而 得 出 的 正 出 子 流 形 

下 看 的 定理 是 §6.4 定理 3 (局 部 方程 所 表示 的 了 于 第 是 正 
-册子 访 形 ) 的 变形 , 庇 用 很 三 。 

定理 订 了 ,Ms 各 为 or, nn. 杂 的 0"- 社 形 ; 万 是 由 诈 ; 撑 到 
Ms 中 的 0~- 上 映射。 加 果 在 上 的 各 点 Pp 处 ,FF 的 微分 ' (的 

阶 数 与 2 的 取 法 无 关 , 而 总 是 一 个 定 值 六 有 
四 对 于 苔 上 的 各 点 9 其 迹象 矿 Xg) 一 {pE Mi;(p) 一 咎 


， 或 者 是 空 集 ,或 者 是 履 | 的 m 一 1! 区 正剧 子 流 形 。 


(2) 各 果 了 -1(g) 玉 不 是 窒 集 , 则 在 点 EN 处 , 0* 流 形 
(在 (了 D 之 意义 下 ) 下 的 急 向 量 空间 To (N) 等 于 (94), 的 核 : 

PN = {ETMD; OPAD) -0 

卫 明 ，(1) 假 膀 -+(q) = 不 是 空 集 , PE 入， 在 点 p，g 周 


人- 亦 妆 敲 它 悄 是 同 量 空间 E+ 和 Er 的 和子 空间 。 这 时 由 天 的 平行 甬 标 条, 可 以 
在 [i 内 定义 0"- 廊 形 构 造 (82.8, 仿 3)。E 12 是 天 和 . 训 的 正则 子 变形 。 


和 于 广 形 41 


” 甸 , Mf 和 对。 的 局 部 级 标 漆 各 为 (2 和 人 9) ， 在 点 的 邻 域内 ,有 


Wo =H, (j=1, 
(1 是 0”- 丽 数 )。 由 于 短 障 (609192 的 秩 等 于 7, 所 以 当 
把 局 部 坐标 系 ( 的 0 六 适当 地 安 镍 时 ,可 以 使 


da8, 2 

EC + Br | Wik 
下 样 , (0 ,gr) 就 咸 为 点 周 诸 的 局 部 坐标 系 。 用 
这 个 局 部 举 标 系 来 代替 ( 吧 时 ,上 只要 每 


站 人 0 
序 可 。 由 于 在 点 的 某 一 邻 域 站 。 上 ,有 


i. 0 
OO, OO) a0: ol, ...n 
二 -一 一 个 | 一 ? 9 
Brn rao) | 0 5 (311 mm) 
4 8 
Bo 


3 站 ,所 以 在 Fo 上; 出，…， 咏 仪 是 对 入 的 夯 数 。 这 时 若 以 
= 9) = 
, NNVo= {p'EVo; (Pp) =of (f=1,., )} 
={P'EVo; sp) = 一 有， 
困 此 , 由 56.4 的 定理 3@, 当 适 当地 引进 O”- 流 形 构造 时 , 不 就 
成 为 对; 的 m 一 1 订正 惠子 流 形 。 
(2) 由 全 接 向 对: 中 的 民 等 映射 裔 为 '; 更 注意 到 在 页 的 一 
点 了 上 的 切 向 其 袜 阳 人 DCN) 可 以 和 了 ,CWI) 的 子 实 隐 (di) pT CN) 
同等 着 待 。 如 果 使 用 6 的 和 号 , 划 (trlot，…， 2"ot) 与 (21,，…， 
dj 分别 是 六 与 形 : 在 点 2 周围 的 局 部 坐标 系 。 因 此 ,属于 2(CW) 
的 切 向 基 开 在 其 局 部 坐标 系 下 的 支 量 如果 是 (art …， an 六 则 也 


徘 ” 蓄 里 为 下 人 么 世 可 以 取 作 有 D=… arm0, 只 要 眉 计 一 叶 生 欧洲 就 次 户 可 只 
知道 。 


42 第 工 举 访 形 
的 条 已 二 的 支 景 特 是 1D0 ,0,0 0")， 区 就 是 总 ， TN) 
是 下 Ta 的 元 素 中 , 支 量 ( 沁 于 局 部 坐标 际 (2 而 车) 具有 形式 
IU, 3 ), a 和 Ci ] 后 揽 些 元 张 之 全 体 所 组成 的 子 空间 。 | 
一 南面 ， 加 了 (并) 中 的 元 素 4 关于 局 部 坐 灶 和 系 (2 ) 之 支 量 为 
(A=B 关于 局 部 坐标 对 人 的 区 其 
(1,， 5”) 由 
pr) Gl 

船 定 。 由 Gt 0 一 1) ' 件 到 

b= (一 工 ， i, 
由 于 下， 民 蚌 0 所 以 


- 
D 


EI、 Ow 1 二 1 
因此 ,要 B=0， 让 守信 必要 条 件 是 Bp .… 一 bi 一 0，。 流 音 时 着 4 展 
于 了 To(8)7， 因此 , 7) 等 于 (人 8)， 之 核 。 证 毕 


机 1 型 ;= 王 吾 nm 的 开 子 流 形 认为 说 一 R", 基站 i 了 yy 2 (二 
是 定 文 于 天 1 上 的 5 个 >- 汞 数 ; 上 则 C0- 映射 FF: 对 B+ 由 玉 f 人 pp) 二 (站 的 和， 
f+ ) (PE ED) 现 定 出 。 当 咎 障 (/ /3r 之 秩 在 M; 上 如 取 害 值 : 时 ,由 
六- -3 92) 一 人 
pe | ca + 
四 sr 让 = 
之 解 人 1 9 折 记 三 的 下 1 之 子 华 N ,或 为 空 全 ， 或 为 3i; 之 于 一 [条 的 正 
出 子 流 形 。 痰 然 是 Hf 之 于 子 集 。( 四 称 为 之 隐 范 教 表 示 或 N 之 方程 。 
、 在 NN 的 点 P= (al eye 上 的 切 向 量 空 间 是 TolN), 永 其 隐忧 于 
TCMY) 中 的 方程 。 关 于 忆 部 坐 款 系 (5) ) 如 Tp 纺 [1) 之 元 来 4 的 支 量 为 
[由 宕 理 之 但) 知道 ,4 属于 个 ,(N) 的 必要 充分 条 件 是 人 请 尽 详 
广 一 次 方程 粗 


(0) #0 (=I en), (2) 
这 就是 脱 ,(2) 是 于 渍 形 (TD) 的 切 向 是 空间 的 方程 。 


$7 强 量 增 如 

销 2 在 (r 维 球面 ) R"+1 上 定义 的 0O~- 国 笋 也 (ol y2MD) 一 (08 十， 

+ (zt)3 ( 平 左 种 ;规定 了 由 RM 提出 型 中 的 O- 瞻 对 。 从 Er"+1 中 除去 

原 卓 之 针 所 得 的 开 梨 记 为 型 在 型 上 下 记 微分 a :具有 一 定 的 阶 数 ¢ 一 二， 

因 此 ;由 室 (zy3 一 1 这 样 的 方程 所 定义 的 WW 之 子 第 5+ 是 于 (从 而 是 R**D 

的 条 正则 子 流 形 。5* 称 为 拉 厅 球面 (或 上 徐 球 )。 当 %=2, 朗 当 态 府 的 

局 部 坐标 系 的 作法 在 1 中 便 考 叙述 过 。 这 一 市 法 可 以 直接 地 扩充 到 S* 的 
入 形 。S 的 切 向 量 空 间 之 方程 是 


Sr 7 ) i =, 


837 强 量 场 


1. 向 量 场 
设 "M 是 多 杂 的 0"- 流 形 ， 0 为 其 子 入 。 对 于 口 的 各 虚 p, 有 
在 p 处 的 了 下 之 切 向 量 窒 间 也, 的 一 个 元 素 友和 它 对 应 。 形 成 这 


种 对 应 的 喘 射 工 称 为 在 UU 上 定 疼 的 形 之 ! 适 变 ) 向 量 声 8,U0U 称 


为 这 个 向 量 咒 工 的 定义 域 。 同 梯 ， 对 于 避 的 省 点 2， 使 2 的 一 
个 元 素 w。 和 它 对 应 的 映射 %, 称 为 在 U .上 定义 的 协 变 向 量 场 , DV 
称 为 的 定义 域 。 有 时 也 称 协 变 向 基 声 为 Pfaff 有 形式。 
2 了 强 量 场 | 

扩充 向 量 汤 的 概念 ,就 得 型 张 基 凡 的 概念 。 对 于 开 的 子 集 刀 
上 的 和音 成 2, 使 力 处 的 一 定型 [51，… ,581| 的 给 重 粤 六， 和 宅 对 庶 ， 
其 映射 号 就 称 为 在 世上 定义 的 型 [si …，e] 的 张 量 场 ，I 称 为 S 
的 定义 域 。 特 别 当 51 二 … 一 s+=1 时 ,8 叫做 主 忒 的 送 变 张 十 场 ， 
6 一 … 一 8S 一 一 工时 , SS 上 敌 1 次 的 协 变 双 量 晓 。 还 有 在 使 用 ' 齐 ” 
这 个 各 说 时 , 在 U 上 定义 的 实 丽 数 也 可 以 叶 做 数量 场 。t 次 的 
友 称 沙 变 强 量 局 全 可 以 称 为 上 次 的 外 微分 形式 。 数 量 场 可 以 称 为 


Tm Eee 


9 详 痛 之 ， 区 为 首 变 向 量 增 ， 牙 简 称 汐 向 量 声 。 道人 误 向 量 找 有 时 也 尼 售 无穷小 
字模 ,关于 它 记 后 还 特 提 到 人 了 ,5 
区 ”训导 [6 … 54 的 辣 义 ,请 社 沁 $8.5 之 附注 。 


所 第 1 章 济 形 
0 次 的 让 微分 形式 。1 次 的 氏 微 分 形式 就 是 Pilaf 形式 。 
3， 甬 量 场 的 运 下 
对 应 于 张 量 之 和 .数值 悦 积 . 张 量 积 、 弟 物 、 反 称 化 等 运算 , 对 
强 量 场 也 可 以 定义 同样 的 运算 。 例如 , 对 于 向 量 场 4 与 B8, 其 和 
4 十 呈 是 由 (4 十 到 = 4 二 3 所 定义 的 向 量 声 。 而 从 上 的 向 量 


塌 瑟 下 以 及 了 上 的 > 次 协 变 张 量 场 SS， 可 以 得 出 可 上 的 


画 数 (数量 场 ) SEE，，…， 互 ) 。 

业 ， 张 盖 场 之 支 量 , 连 帮 性 及 可 微 性 

以 下 设 张 量 场 写 的 定义 了 是 型 的 开 集 。 尖 于 区 办 一 点 
2 周围 的 局 部 坐标 系 (w+，…, 4 人), 通 5 的 支 量 为 82%。 各 (的 
之 坐标 邻 域 是 广 ( 取 六 CU), 草 怠 芍 是 在 上 定义 的 实 画 数 ， 
下 图 数 就 称 为 S 基于 局 部 坐标 茶 (zl) 的 支 量 。 因此 , 张 量 的 运算 
与 支 量 的 关系 (人 3.7) 可 坊 照 样 她 扩 殉 到 张 量 场 。 

所 强 线 基 场 六 在 定义 域 上 上 好 息 ;就 是 指 对 于 U 的 各 乒 汉 ， 
到 其 膨 图 的 一 个 局 部 坐标 承 (29 ，S 关于 (#0 的 支 量 结 污 在 (2 
的 坐标 邻 域 了 (CD) 上 是 巡 独 的 。 如 8 六 在 下 上 是 Ce- 画 数 ,出 
称 S 是 C"- 报 的 经 量 场 (简称 为 C"- 张 量 场 )。 

S 关于 点 bp 周 图 的 另 一 局 部 坐标 系 (2 人 ) 的 支 量 珊 为 S54， 则 
由 张 莉 的 支 量 变换 凌 则 知道 , 若 S24 连 炳 (或 是 0 ，, 央 SS 也 
速 医 (或 为 0”)@， 因 此 , 张 量 场 的 束 磊 性 与 C"- 性 的 定义 实际 上 
和 局 部 坐标 条 的 取 法 无 关 。 

容易 知道 ,对 0*- 张 量 场 进行 和 、 凡生 呈 积 . 反 称 化 等 人 
后 所 得 到 的 张 量 场 仍 是 0*- 张 量 声 。 “. 


例 工 赔 - 下 上 的 一 点 P 周 国 的 周 邮 毕 标 (区 之 华 标 部 域 为 了 了。 对 于 
之 各 点 qi 使 ra (2) 的 元 素 ( - 芭 r) 和 它 对 应 的 映射 是 在 了 上 定义 的 向 时 


和 在 (21) 的 学 标 邻 城 与 (21) 的 青 际 地 域 开 所 成 的 实生 了 门 刺 上 。 


. 


“7 是 盐 - 65 


场 ,以 -两 示 。 它 关于 局 部 坐标 系 (z0 的 支 量 是 
(0 0, 11 0 9 (第 二 项 是 七， 


所 到 Ber 是 ”~- 光量 场 。 
其 次 ,对 十 玉 的 各 点 的 使 To( 开 的 元 这 td4)， 和 它 对 应 的 号 射 是 在 了 


,上 定义 的 Pfaff 形式 ( 协 变 向 量 声 ) ,以 de! 表示 。dri 是 C"-Pfaff 形式 。 


便 2 酸 有 在 于 之 开 集 世上 定 文 的 Co 而 数 7 对 于 忆 的 各 点 9 使 了 
的 微分 ( 弛 )p 和 二 对 成 的 肢 丑 是 在 VV 上 上 逢 多 的 上 和 形式 ， 记忆 df, EU 
的 各 点 上 


成 立 , 亦 郎 


pl Oni BE ) a . 
国 此 ，d 关于 (wD 的 支 量 是 {人 /B41 好 /Bz 从 而 好 是 -Piast 
形式 。 特 别 当 了 是 Cr- 国 数 时 ， 出 是 5“-Pfiaff 形式 。 
例 3 在 局 部 坐标 又 (2i) 的 坐标 分 域 FP 上 ， 

Rr. ee Godtr 
是 0~… 协 奕 强 量 声 ;其 反 称 化 

Er hr 
是 ce- 外 微分 形式 。 因 而 ， 如 fa 全 < 和 <…< 和 所 共 是 在 了 上 定义 的 


( ) 个 0- 国 歼 ,着 


ee 


v= DD fair dt he A bir {1) 
是 O07- 放 微分 形式 。 | 
， 度 之 ; 识 w 是 .上 定义 的 + 次 计 微 分 形式 1 且 可 以 用 形式 (外 来 歌 示 对， 
荐 因 fi 除法 符号 与 一 定 司 数 外 ;是 “的 支 量 G3-13 之 末 )， 所 以 , 如 时 
是 Cr 的 , 划 所 有 的 fi 都 是 Ce 的 。 | 
5， 敬 量 场 内 规定 的 微分 运算 子 
慨 改 在 0"- 流 形 于 之 开 集 噩 上 定义 了 0” 数量 雯 与 向 量 
声 二 。 才 天 于 U 上 一 成 了 2 出 园 的 局 部 学 标 骏 (2%*，…， 2 a 天 之 这 
基 是 从 *， Us E"), 出 | 


4 箔 1 党 流 形 


名 是 在 (c9 的 坐标 邻 域 P(CZ) 上 定义 的 责 数 。 双 
立 e (6) (7.1) 
之 值 仅 与 2, 7 及 上 有 关 , 而 与 局 部 坐 杯 漆 (o) 的 取 法 无 关 。 这 是 
容易 看 出 的 。 实 际 上 , 在 jp 的 周 图 取 另 一 局 部 坐标 条 (x') , 关于 
它 , 工 之 支 量 记 以 (E59), 则 
SD 5) -Dr) HD) (SS) 

-这 6’ (Dj (7) . 
因为 (7 只 与 p, 及 工 有 关 , 所 以 把 (7.1 记 作 (LA),, 对 于 0U 
的 各 点 p， 局 实数 (五 让。 和 它 对 应 的 画 数 瑟 成 Lf。 由 (7. 册 清楚 
地 知道 , 当 了 与 五 都 是 0” 时 , 画 数 Lf 也 是 Cr 的 。 因 此 ,在 上 
有 一 个 Cr- 向 量 电 三 时 ,在 届 上 定义 的 CO- 丽 数 (<C- 数 量 场 ) 
之 硅 体 所 成 的 第 合 从 5 投向 So 中 去 的 喘 射 (用 同一 文字 二 表示 ) 
就 确定 了 。 这 个 映射 工 :全 o>50 称 为 由 天 所 规定 的 从 0 之 逢 分 运 
算 子 。 设 工 , Ti 是 上 的 0"- 向 量 场 ,了 , 刻 , fs 是 祝 0 内 的 
元 素 , 入 和 和 是 实数 , 则 容易 知道 ,以 下 儿 个 公式 成 立 。 

LiAft hafo) 一 和 人 万 ) ha (Lfa), (7 .2) 
Mi A (Ff) 一 -AT Tha Lyf). (7.8) 
而 且 , 当 产 与 户 只 在 点 ? 之 某 一 邻 域 上 是 一 致 时 ,有 
(Lf gs (Lfa) sp. z 
. 如果 7 与 瑟 员 在 点 了 之 某 一 邻 域 上 是 一 致 时 ,区 下 式 成 立 : 
Cf) = (Za 旋 ，。 
在 开 第 UU 上 定义 的 0" 向 量 声 之 圣 体 写 胶 Xo, 现 识 点 Pp 周 国 
的 局 部 坐标 系 (0'，…, 2") 之 坐标 邻 城 就 是 口 ,Xv 的 元 素 荆 关于 
局 部 坐标 季 (42) 的 支 量 {ED9 有 明显 地 由 
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Leo=t' (2%—1, -7/1) 


所 类 定 。 因 此 , or 办 的 二 个 元 素 工 : 与 Ls 规定 窜 p 的 同一 运算 


于 时 , 荐 i 一 上 上 s. 

定理 " 识 吕 是 及 的 开 货 ， 是 U 上 的 0" - 晤 基 场 ; 所 1,…， 
了 是 gr 内 的 元 素 ，9 (5，， 9 是 7 个 变数 的 C 丙 数 , 复 合 夯 
数 了 二 9( 记 ,…, fn) 在 避 上 假定 是 存在 的 (从 而 , /也 是 Br 内 的 
元 素 ) ， 则 


Lf, 


Es 


这 里 的 (OP! aE Fi 二 表示 在 opi 里 娄 C1— fi, "sy ip fF 代 太 
后 所 禅 的 在 U 上 上 这 一 本 区。 
了 明 “从 坎 接 群 算 就 可 以 知道 。 亦 即 , 如 (是 世 的 支 量 ,其 


rf-S (oP >- 


t=1 


得 
: of Es af; 
‘= ea (2- tx Or! 
_wI[ op z 
-Ca ”证 


多 1 时 于 wity 加 二 tn 利用 上 壤 询 定 更 ; 则 有 
L(f@D 一 五 9 十 并 9， 
例 2 识 了 在 点 2 的 缉 城 上 ， 而 且 关 于 p 岂 谓 的 局 部 华 标 寻 (Bly ry 
(假定 (PD) =0; 5 一 1 9) 可 以 殿 开 为 故 胡 数 
f= ari mmr + 
这 时 4: 因 G1 (OF /Br Jp 所 以 
Lf= 训 tq 地 是 研 这 支 量 ) 


6. 向 量 场 的 交换 子 积 
在 0”- 流 形 履 的 开 集 林 上 定义 的 0"- 向 量 场 之 生体 写成 0， 


对 子 to， 洪 中 二 元 素 之 和 、 实 数 倍 等 运算 都 是 可 以 定义 的 。 此 


外 , 鸡 王 xp 内 的 元 素 忆 与 作 5 的 元 素 访 可 以 定 尺 上 之 f 了 信 工 ， 


rr 一 一 = 


48 z 冲 革 香江 如 
而 对 于 0D 的 各 点 2, 使 fp) 工 , 和 它 对 应 的 向 量 增 也 可 以 定义 。 
显然 ,7 也 是 让 5 夫 的 元 素 作 。 另 外 ,以 下 儿 个 公式 的 成 立 也 是 
显然 的 。 (fF, frs ERDp; LD, ER,.) 

(fIDg=frLg, (fg)L=f(9D), lL=L, 

(fit+ fo) T= FL+faL, f(t LL) = f+fL,. 

以 下 定义 知 内 二 元 素 4 .与 吾 的 变换 子 积 。 在 巴 的 点 p 的 

周 图 取 局 部 坐标 篆 (on , 关于 屁股 4, B 的 支 量 各 治 《on ，(80 


这 时 ,在 成 靖 的 孝 域 上 定 尺 的 问 量 场 | 
> CAB!'— Ba!) A - 习 记 (we) 3 一 .5 | 部 


(7.4) 
事实 上 和 局 部 坐标 条 (2) 之 取 法 无 关 。 这 是 因为， 营 在 点 ? 周 国 
另 取 其 他 局 部 坐标 系 (2) ,关于 它 , 识 4, B 之 支 量 是 (0) , (509, 
则 因 :i 
d= 30rd) sl, By (0/0w) 6, 
. 扬 以 党 


FC- 上} 放 | 
[3( 吧 。 » Eb! Ba Oi pn Ba! Or } 器 
三 


Ba Br 


Dp ri Ort Dr Dr 


rt Br:*. 
在 这 式 里 以 
0 - B61 
各 -+ 3 ri ? 
2 Se 


Br 他 5 0 
代 进 ， 由 于 8a 本 关于 办 0 上 有 对 天 和， 折 吕 大 于 将 过 直下 
《7 人。 


季 虽 然 / 工 GE<r 但 如 所 过，Fr 左 是 中 5 的 元 索 。 因 下 必须 尘 漆 , 当 上 与 了 的 
顺序 和 不 同时 , 食 浆 基 不 周韵 。 
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斌 然 信 .4 和 局 部 坐标 系 (1) 之 取 法 无 关 , 所 以 当 (7. 急 在 0 
上 的 各 点 名 之 佬 确定 后 ,由 4 与 在 UU 上 定义 的 向 量 塌 也 就 确定 
了 。 这 样 定义 的 向 量 场 记 作 [4, B], 称 为 4 与 BB 之 交换 于 积 或 
括号 积 。[4, BB] 仍 是 vo 内 的 元 素 , 这 是 因为 从 好 .和 就 月 自 [4， 
B] 也 是 0 向量 场 。 
定理 (1) 用 [4, 如 确定 的 gr 之 微分 运算 子 ,. 是 由 
[4A, BF- 4(BP) ~B(AF) (FEFD 
记 疮 定 的 。 
(2) [4, B]=—[B, A], [A4, 4]=0., 
(3) z 划 五, 4 .456 Eo; Ma yxa 是 实数 ; 则 
[Ni 十 和 Aa, B] 一 和 afd:， B]+ [ds, B], 
[B, tdit hsds| —MLB, A]+hs LB, Asl], 
La di， a 一 [Adi, 六 1 43 | 一 和 [村 1， dj 。 
(4) Jacobi 恒等式 : 如 4 B,CE Ev, 时 
[LA, B,C}+ [LB, 0], AJ-+[ELO, A], Bl=0, 
旺 明 {1 从 [4， i 4， 即 知 


[4 -加 和 新 -首部 
另 一 方 莉 有 
A(BF) —B(AF) J 2 ) -DH (se 


一 总 四 1 5 a 证 所 直人 路 
人 ”5 + 0 ) Br Bor 


各 于 有 边 最 后 项 竺 于 0 所以 科 到 所 等 
《2)，(3) 由 定义 式 (7.4) 自 明 。 
(4) 诅 4 了 CC， [4, 8B] 之 支 量 分 别 是 ,5, 0, 中 ;并 号 
duij Opi 一 41 034010960g1 一 win, 划 由 (7. 信 知道 [[4, B], CO] 之 第 
+ 个 区 其 是 
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(Dos od , 
一 之 (gibi — brais) 人 一 之 of (Bi orDtss — D0 DT, ty) 
= > Cabot — irbro — Oto a rd) 
并 (人 


[TB, ,4], EC, 41，B] 之 第 个 支 量 可 以 愉 上 式 巡 出 地 庆 柳 
gs， 5， 5 得到。 这样 获得 的 三 个 支 莉 相 疯 ,可 完全 互市 而 孝 于 0， 
渤 合 4) 的 另 一 证 法 。 把 [[4, BJ, C]+[[3， 0]，4] 十 [[C，43， 本 
等 成 D, 因 了 的 支 量 是 Pz' 所 以 只 要 能 鹏 明 De'=0 就 好 了 。 因 此 , 对 于 
一 般 的 C=- 苑 数 7， 能 内 明 Df =0 就 够 了 。 在 式 
[LA, BJ, Of =[4, BICOF) ~ (LA, BJ) 
A(BAOF— BCAOF) OCA BF) HOCB AF) 
内 ; 巡 焉 地 亚 潢 4; ,0， 六 把 所 得 的 式 子 加 在 一 起 , 则 右边 互 消 而 得 0. 
了， 对 外 微 修 形式 的 外 微分 运 算 
在 多 杂 CO- 洲 形 于 之 开 人 第 U 上 定义 的 次 健一 外 微分 形式 
(一 ?次 的 0"- 反 称 协 变 强 量 场 ) 稿 定时 , 可 以 利用 如 下 的 处 理 作 
HF 在 上 定义 的 ?十 1 次 0" 让 微分 形式 。 首 先 取 口上 一 点 p 之 
周围 的 局 部 伙 标 取 ey 局 其 坐标 邻 域 六 被 包 合 于 U 内 。 训 书 美 
于 (on 的 支 量 为 Pi 
w= PaGonG Can , DP. doh A A 人 deat. 


为 了 简章 起见 ,号 


OP 
Cit te, 一 船 村 不 是 十 次 网 协 变 瑟 量 之 支 量 ,) 如果 量 避让 tt 
以 
Se 7 -PP 一 Peace 十 和 十 [一 了 Pa 
~ > (一 1) "PP Fs (7 .5) 
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来 定义 , 则 S66 交 于 标 数 和， +1 是 及 称 的 。 亦 郎 对 于 1， 
… 十 之 任意 置 痪 
Nios = eT 《ak 一 的 符号 ) (7.6) 
成 立 。 怪 说明 这 社 事 实 , 只 要 对 J 是 互 换 的 情形 加 纪 说 明 就 熙 了 。 
例如 酸 e 是 便 工 与 2 调 位 的 互 换 ， 则 


BS iow rts Sil. "+ 


和 -I {Pi 一 上 下 
二 一 了 i i 

由 于 天 zi 基于 大， ay 是 反 称 的 ,所 以 上 式 等 于 
pi, 多 

由 Si 之 反 称 性 如. 从 知 道 ， 在 让 上 定 尽 的 ?十 壹 Cr 
沙 变 张 遇 声 z 

= ,DD 和 
是 反 称 的 , 亦 序 只 是 ?十 上 次 的 0 外 微分 形式 。 因 迁 , 4 等 于 共 
泛称 化 (60): 
10- 4 的 - ,Sader A Ada™. 


由 于 昌 是 承 吕 定 出 素 的 ,而 且 在 作出 蝇 时 使 用 了 局 部 坐标 村 
(29) ,所 以 把 8 写成 
| B= dm, 
但 这 里 必须 注意 的 是 上 其 实 和 局 部 坐标 系 的 取 法 无 关 。 这 就 是 
说 ， 如 果 在 点 少 的 局 图 另 取 其 他 局 部 全 标 系 (2 , 其 坐标 邻 城 为 。 
TY ( 忆 D, 和 作 9 的 方法 一 样 , 利用 (#3 由 ow 作出 7 十 1 次 外 微分 
形式 
5 一 ceo， 


烛 ”和 实际 上 ， 忆 rtia 关于 开 pirtt 站 有 友 称 候 由 后 的 量 如 果 写 海 全 ras 
那 去 稍 释 计算 就 知道 i 证 明成 略 , 谓 冲 老人 为 练习 去 作 。 - 
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有 旭 在 子 站 太 上 (特别 在 点 P 上 )， 

p=6 (7 了 .7) 

成 立 。 要 瑶 明 这 一 事实 ,只 要 能 性 明 对 于 在 六 上 党 义 的 任意 +1 

”个 人 一 疝 最 吉 玉 1;…… 了 访 j141， 了 上 的 C ”而 数 以 全 1， “es Hn) 

与 局 部 举 标 条 (21) 之 选择 无 关 就 可 以 了 。 这 是 因为 ,计时 在 六 站 下 

上 任意 一 点 Y 的 周 图 取 局 部 坐标 系 (23 ,以 68/62 一 2Z1， 刚 在 点 9 处 
0 (Buy Zi) = 


当然 成 立 。 这 意味 着 ,关于 (区 ,8 和 9 的 支 量 是 相等 的 ,因此 , 在 


广 站 FE 上 EC.) 成 并 ， 工 说 朋 《7 .7) 底 了 ， 只 权能 证 朋 下 述 定理 就 ， 


够 了 。 

定理 1 肯 Cr 流 涝 下 的 开 集 可 上 定义 的 其 Or- 外 微分 
形式 为 w, Z 上 一 点 2 周 财 的 局 部 坐 称 系 为 (29, 其 华 标 邻 域 为 
(COD), 以 6. .各 果 荆 1 p rr 是 在 六 上 定义 的 任意 
7 十 1 个 0- 向量 场 , 居 在 广 上 有 等 式 
9( «es Een) 


= 了 3 (一 DD 于 1 


+ 了 冲 (一 一 工 Et 


Ee 
“(LE FI] , RI) 六 -1 Er1I" 1 
苑 寻 。 (这 里 的 怪 上 名 ( 玉 1 天 示 对 于 
在 上 的 0~- 尔 数 %(E，…， 革 1 Xit1，…, 革 wyz) 施行 向 量 
场子 :所定 的 微分 运算 子 后 所 得 到 的 2- 夯 数 。 
枉 明 在 六 上 识 
w= Pes de A Ar, 
日 一 了 全 
(94s 由 (7.5) 葵 定 。) 且 以 | . 


= 
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XX 一 ,二 ， 
以 如 表示 的 /8 的 简略 写法 ， 即 伪 微 分 运算 赂 记 为 ,7 《在 证 明 
过 程 中 ， 利用 总 和 恋 号 的 省 略 规格 ) ,出 
(1} (rl oti, ,1) iia 
另 一 方面 ,从 [ 瑟 s， 一 (如 的 一 如 66) 13ae 知道 ， 
Mr 十 二 x《 待 诈 册 的 式 子 之 右边 ) 
- 3 (—D igs (Poormat rene) 
DP 


=- 一 立 C— De Pr 十 总 十 己 ， 
这 里 
n= p3 ( 1) I Pheia (a ， 了 oy 
OD DP gs (FE — EE) Em Por bree Eon. 
由 (了 )， l ， 
上 面前 式 子 = 他 十 二 站 GE 及 tI) 十 身 十 从 '， 
所 以 只 要 吕 十 生 等 于 0 就 可 以 了 。 展 开 避 与 名 ,它们 的 项 数 相 
同 ,而 且 对 成 项 的 符号 恰好 相反 。 事 实 上 ,对 应 于 如 内 的 项 
(— Dpto at Eee Eon (1) ， 
在 个 内 有 
(一 +， Mi 6 ， i ，。 Es ém, 


双方 关于 S86! 的 系数 是 、 


可 “ii 南 示 除外 的 谭 导 。 琳 皮具 让 ft 市 除去 六 的 慢 晤 。 
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2) Qe DP ky ， 
(3) QD Pe. -1 
-由 于 Ph 美 于 访 ，… 人 是 友 称 的 ， 因 珑 (8) 可 以 写成 
(— DP 和 《一直 全 一 和 于 2P 人 
事实 上 ,这 是 (2 的 (一 了 和 悦 。 局 料 可 以 推 苦 ,， 吕 中 的 项 
(Peer - 


所 对 应 的 好 中 的 项 是 它 的 (一 直销 。 证 毕 
由 于 wm 和 局 部 坐 称 系 (e0 之 取 法 无 美 , 所 以 今后 不 写成 
gw， 而 写作 do, 称 为 之 外 徽 分 。 如 w 是 在 开 集 上 定义 的 
“- 欠 徽 分 形式 , 则 do 也 是 在 UU 上 定义 的 C=- 外 徽 分 形式 (do 的 
次 数 比 增加 工 次 )。 
例 1 +=0,w 是 数量 场 了 7， 上 其 并 微分 是 荆 了 dx， 汶 也 就 是 /之 微分 
Qf, 
例 2 如 一 to= 荆 sidzt 则 丰 (7. 国 得 
(Ade 


dw ts 1) = 可 (次 -wo 人 了) — Yn) wt 7. 


酌 全 kt 间 站， Gin th ri 00 


和 

涝 培 ”在 二 和 Lucld 宇 间 网 ,从 关 者 突 地 村 条 (的 变量 看 来 , 协 痰 
癌 量 与 按 变 向 量 可 访 让 为 并 无 区 别 。 这 时 , 例 1 中 的 数量 场 了 之 灶 微 分 也 就 
是 疝 量 更 grad 1、 还 有 , 裔 例 2 内 dvrh dr?， dx2 hdz3 dz? hdrl 之 系数 分 别 
是 三， bay ba 出 所 戎 的 外 微 分 运算 就 是 由 半 量 场 (ay 93; 5a) 作 册 它 的 所 户 
族 转 的 同 是 志 【0 Day 5b3) 且 一 种 操作 。 最 后 在 例 3 里 ; 局 aa 一 Rs 008 一 由 y 
agi 王 bay 央 对 应 于 有 一 个 网 量 声 (0 ，b2 88) ，dw 所 全 的 形式 就 是 dz: 太 
drt dc? 滋 坟 数量 场子 这 里 

f+ 

这 个 了 称 为 向 量 场 (Piy ba Pp) 的 获 府 。 
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8 外 微分 的 性 质 

以 下 载 %, 6 是 村 之 开 集 .上 的 O- -区 微分 形式 ， 4 与 8 为 
实数 。 z 

定理 (1 d(aw 十 80) =a dw 十 B 9 (假定 ,为 同 次 的 )。 
(2) 在 局 部 坐标 东 (2 下 ,名人 w= 了 Pd 人 人 U2" 末 
表示 时 ， 
=TaP,n No tN de, 
(8) 如 刷 是 ?+ 次 的 , 8 是 s 次 的 , 划 

tw =A0 VT (1)w A ud, 

(4) 如 i ;0s 是 0"-Pfatt 形式 , 央 
dA Nw) = SDA ANd A Adeo), 


(BY) dtdw) =0. 
证 上 明 ” 允 于 每 一 条 都 进行 和 S 7.7 同样 的 计算 ,全 司 可 证 得 。 
” 防 里 从 略 , 留 其 读 省 作为 练习 。 

注 夫 +# 杂 C0- 流 形 开 之 并 集 吕 和 条 章 方 体 之 天 部 相同 时 丫 ， 下 面 
的 性 导出 成 立 。 

(6) 对 于 在 5 上 定义 的 + 次 C”- 外 德 分 形式 有 上 的 7+1 次 0 
天 微分 形 承 9 存在 ,用 

dd=w {在 UL 上 ) 

(这 样 的 w 串 同 正 俗 的 (exaet)) 之 必 机 充分 条 件 是 了 一 0 (在 UU 上)。 

入 桩 事实 就 三 锥 tuclhd 空间 同 注 ;如 从 上 腺 由， 7 未 尾 例 于 ~ 3 所 说 的 ， 
就 可 知 是 下 而 这 个 向 基 分 析 中 有 吉 定 理 的 扩 先 。 那 喜 是 愉 rot A=0 或 
iv 让 一 0 使 得 一 grady 芒 半 = 二 rot 6 的 了 或 0 是 让 在 的 。 


9. 4 映射 的 作用 
训 A 开 : 省 为 3 ， 郊 闪 的 ”一流 形 , 了 是 由 并 投 阿 翌 3 中 


”和 或 者 在 更 弹 的 俱 定 下 , 5 是 单 速 注 的 人 5 内 任 闹 的 束 续 了 图 曲直 在 忆 内 吾 碎 
通 嫩 地 下 篇 成 一 点 ; ,如 形式 是 Piaf 形式 ,车 防 志 成 立 。 


me £m =- =, ET， 
mT 1 一 一 一 SS me ee em i = el] J dl i 


be 第 1i 间 让 浴 
的 0- 映射。 对 于 M1 之 各 点 p,， 有 4.2 里 所 祝 的 映射 (5),， 
各 是 六 上 的 7 奖 Or~- 外 微分 形式 ，WN 上 的 7 次 欠 微 分 形 
过 上 日 由 
Ho= (OF)pmg (gq=F {Pp)) 
定义 , 写成 9=6P(w)， 明显 地 , 9 的 支 量 也 是 Cr 的 (§ 4.2), 光 
此 ,日 是 用 1 上 的 0" 外 微分 形式 。 容 易 知道 - 
GF (ow ao 一 的 全 再 0) tT oF (a) 
- 《CI Ca 是 实数 ,1 ws 是 同 次 斧 } y 
BF (oA wma) —BF (wb1) MEF (wg). 
定理 d{87(w)}=8F(dw) (d, 5 之 可 换 性 )。 
枉 明 .在 点 与 9= 了 (p) 之 周 团 分 判 取 局 部 坐标 服 ko 与 
(yD) ， 瑟 
w= Pa dA A Ady, 
P= Ei, (j=—1,., %), 
Po = 
由 于 yi 关于 (4 由 的 支 量 是 (1,，…, 新 ) ,和 如果 3 (Udy) 关于 2) 的 
支 量 是 (aa，…， 2 则 代 3 4.2 知道 ， 


“和 = 【一 -oo 
因此 
dF (Ady) =H ard = BD 5 dp dri(—d(yioF) 
~dC8F (y))). 
从 而 有 z 
dBF (Oo)) = 5 sd PA AAP®) 
= Aaa PA AdP™, 


(#7. 38, 定理 (8)，(4)，(5)) 


_ i 


由 有形 上 的 全 竹 录 万 程 1 吨 布 } Br 
六 一 具 面 ， 
BF (do) =F (SaP, .as Adyt A A dt) 
SHRP, .AAA AdES, 
因 
3F (OP) =68 (5 9Po./ oy dg) 
TE{(OP, Fy) oF} dF DI{(OP,.4 /0 ) °F} Bd 
一 了 有 和 Des tr = QW, CO— dar (Pe) ), 
所 以 43F (w)) 和 3F (daw) 相 等 证 此 
法 悉 ”从 简单 的 计算 ,得 
SFP (DP dy A A DP 人 doh A A dh, 


$8 流 形 上 的 全 微分 方程 (分 布 ) 


1. 全 微分 方程 (分 布 } 的 招 念 

起 下 是 郊 厅 的 Or- 流 形 , 7 是 一 个 自然 数 。 对 于 下 的 各 点 
p, 有 并 在 和 的 切 向 量 空间 了 T 了 ,的 一 个 + 厅 子 空间 显 。 和 它 对 应 。 
构成 这 种 对 应 关系 的 映射 中 称 为 了 上 的 7 欠 分 布 或 路上 的 了 
杂 全 微分 方程 。 

对 于 着 之 各 点 2， 有 开 在 六 的 协 蛮 切 问 量 空 间 Yo 之 7 闪 
子 空间 吕 和 它 对 应 ,构成 于 种 对 应 关系 的 映射 下， 称 为 用 上 的 
7 级 对 偶 分 布 。 

巩 路:o > 是 7+ 杂 分 布 ; 就 决定 了 如 下 的 m% 一 r 杂 的 对 惕 分 
布 时 *, 朗 驱 * 是 2 一 次 在 了 DT 里 的 霉 化 子 空 天 (annihilator 
subspace) 全 。 这 个 钢 * 称 为 对 应 于 暑 的 对 偶 和 分布 。 同 样 ， 裔 观 * 
是 已 糙 定 的 7 厅 对 偶 分 布 , 就 决定 了 mn 一 准 竟 分 布 姥 , 部 中 是 


从 好 eT 一 0 (对 于 每 一 个 天 EWip)}， 
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2p 一, 一 Wh; 在 了 里 的 雳 化 子 空间 。 这 个 屠 称 为 对 应 于 哮 * 的 
修 布 。 从 这 个 球 再 作对 应 于 它 的 对 惕 分 布 。 有 明显 地 , 所 作 的 就 是 
"因此 ,7? 条 的 分 布 沈 和 nn 一 + 杂 的 对 偶 分 布 外 天 , 由 于 以 上 
的 对 应 关 江干 所 以 对 于 观 * 的 研究 可 以 代替 对 观 的 

。 关 于 明 的 性 质 也 完 双 可 以 “ 釉 译 ”成 为 现 * 的 性 质 。 

例 在 瑾 里 的 至 微分 太 程 是 ， 
Pilixy yy a) dv+ Qe yy say Riv, Ys dg 0 

如果 PI 十 填 22>> 的 则 在 本 上 定义 了 一 个 二 办 的 分 布 。 那 就 是 , 把 
(zy 3 2 四 成 ?上 的 局 部 化 标 采 ;对 于 点 Pp 二 tor tp; 50)， 使 

wo =P (ro Vos So) dT+O toy yor 0) dy +t Rroy Yo so ds E Tp: 
和 它 对 应 , 因 %, 生 0, 所 以 之 公休 粗 成 了 人 的 一 友子 宏 间 {wo} 一 跑 $。 对 - 
但 分 布 观 *: p> {wp} 是 一 条 的 和 它 对 应 的 分 布 饭 是 二 妈 的 。 

2. 分 布 的 C"- 性 

证 久 : p 一 六, 荐 于 上 的 7 条 和 仙 布 。 扬 明 汪 是 0 的 , 指 的 基 
对 于 开 上 的 各 点 2, 包含 光 的 开 集 亚太 及 亚 上 定义 的 个 Cr- 
向 量 声 王 1,…:， 率 , 荐 存在 的 ,而 且 具 有 下 述 性 质 人) : 

(1) 在 广 和 的 各 点 9 (Sa pri 贡 成 邮 的 共 感 。 
(工人 做 于 在 所? 周 图 的 基底 ,) 

识 六 : ps 全 开 上 的 sz 订 对 偶 牙 布 。 所 请 锅 是 居 ” 的， 
指 的 是 对 于 时 上 的 各 点 2 包含 了 的 开 集 以及 V 刻 上 定义 的 3 
个 Cr-Pfaf 形式 om，…, em 是 存在 的 ,而 且 具 有 下 述 性 质 (2) : 

(外: 在 六 的 各 点 9 上 (wDw (oz 粗 胞 和 ix 的 基 展 。 
(O00… ao 时 做 名 "在 点 D 周转 的 基底 。) 

容易 知道 ,对 于 7 内 分 布 灶 和 对 应 于 它 的 n 一 ? 杂 对 避 池 市 
WN", 刻 吕 具有 0~- 性 的 必要 与 充分 条 件 是 D+" 共和 有 -性 《参考 
$8.4 定理 2 的 证 明 ) 。 

例 在 88.1 的 何 中 ， 如 果 PP 8，B 是 C- 画 数 ， 则 Pdx+ 自 dy 十 五 由 
一 0 是 C- 分 布 。 
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下 后 只 考虑 0~- 分 布 。 车 哎 是 厅 的 C”- 分 布 ,对 庶 于 用 的 
一? 蕉 对 侦 引 布 多 "在 所 六 周 图 的 基 奢 假 衣 是 ma …，cn_( 定 这 
城 是 广 ， 那 未 ， 

iO, nr 0 
称 为 FF 上 对 应 于 亚 \ 或 多) 的 全 微分 方程 。 

定理 设 叶 是 7 杂 的 0~- 秃 布 , 上 是 在 幸 之 开 傈 上 LU 上 定义 
的 0~ 一 向 量 场 ,对 于 U 上 的 各 成 9， 天 ;。( 这 有 时 称 上 在 UH 上 
属于 宰 ,) 更 喜 叶 在 后 9 周 因 的 基底 是 1, py 和 则 由 


b= Tp.(g) (Fos 


所 决定 的 1 Pr 是 在 交 之 分 城内 定妆 的 C- 画 数 。4 辐 梯 的 
事实 对 O=_ 对 侦 分 布 也 成 立 。 
起 明 层 关 于 2 周 力 的 局 部 举 标 深 , 4 的 文 量 是 1496， 
86 五 的 支 量 是 ( 方 ， pp 六， 于 
> pigy— (j=1, …, 1). 
国 敌阵 (gw) 之 某 一 了 阶 小 行列 式 在 2 的 邻 域 上 不 等 于 口 , 所 以 
利用 Cramer 方法 可 以 对 上 式 求 解 , 因而 py …， pr 是 Cn=- 
画 数 。 证 些 
38. 积分 流 形 
才 泊 是 型 上 的 7 维 CC- 分 布 , 册 ”是 对 诬 于 斑 的 对 人 分 布 。 
所 谓 六 的 子 流 形 六 是 亚 ( 臣 名) 之 广义 的 积分 流 形 , 指 的 是 
在 克 的 各 点 Dp 上， TyiN) 二 加， (8.1) 
谍 立 。 这 时 , 堵 入 的 讨 数 是 s， 戎 因 了 了 (ND) 也 是 3 次 移 ,所 以 由 
(8 .站 等 


汉人 
当 8 一 7 肝 , 于 流 形 刘 称 汶 竺 的 炙 尺 积分 流 形 。 这 个 规定 和 下 和 面 
的 条 件 i 
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在 点 的 种 感 了 上 ， 了 , (入) = 二 观 ， (8.2) 
是 等 价 的 。 : 
将 (8.1) 对 于 观 * 收 换 写法 。 裔 于 有 子 流 形 交 , 由 站 投 于 
型 中 的 重 等 映射 记 腑 六 在 浆 上 一 点 名 的 周围 , 镶 * 之 基底 性 为 
op on 工 ET,(N) 异 于 务 , 的 必要 与 充分 条 件 是 
Oi) 一 上 人 二 
但 因 上 上 ET,C) 福 足 工 = (0d0) gL, 所 以 
{0) peo Ce) a (pL) = wh) ,. 
因此 ，Ty 六)C 往 驱 , 之 必要 与 充分 条 件 是 在 了 人 外 (60) pm =0, 
这 了 就 是 说 局. 二 等 价 于 
在 NE, d=0 人 一 三 nr), (8.8) 
以 下 对 于 条 件 (8. 四 或 (8. 中 进行 解析 的 叙述 。 在 子 流 形 信 上 
一 乓 了 的 周 图 , 取 以 与 柱 之 局 部 举 秆 和 骤 ( 字 人 与 (2 
在 # 周 转 星之 基 语 性 为 有 


b= 2 地 一 了 四 人 。 
处 在 NW 内 而 又 包 合 p 的 充分 小 的 开 第 Wo, 正如 86.2 的 注意 项 


.下 所 提 到 的 一 样 ,是 ML 的 正则 子 流 形 。N。 在 2 周围 的 局 部 方程 
懂 发 是 (86.4) 


9 一心， pr_s =0, 
出 pl， ，…，pn_。 是 在 含有 了 的 弄 之 某 一 开 集 区 上 定义 的 Cr- 画 
数 , 而 上 且 在 如 上 ,它们 彼此 无 关 , 就 是 谤 ,在 的 各 点 上 ， 

短 障 (9941/0681) 4en_sicjen 之 秩 数 一 n 一 s， (8.4 
再 者 ， 开 (GEmp CD 属于 TT,(N) 的 必要 与 充分 条 件 是 (dg90)y (CD) 
—0 C=1, ,nn—8) (6.5, 由 于 (dgD) ,CD) = (Do, (3 4.8), 
所 以 : 

LoDy=0 =1, ,nn—3) 


生 让 形 上 的 全 和 检 另 方 稳 \ 俘 布 | 如 
是 LET,(N) 的 条 件 。 特 别 当 W 是 狭义 积分 流 形 时 , 由 于 :一 +， 
二 (NN 一 出， 所 以 

Lipo en 5 全] -0 I<r, lisn-r), (8.D 


反之 , 毁 满 是 (8. 作 有 交 % 一 ff 个 Om- 画 数 p11 or 在 兄 之 疆域 
U 上 是 存在 的 ,而 且 在 UL 上 


Lp Don 0. (<ier, Te<n 站 {8.0 


成 立 , 歼 末 由 局 部 方程 p41 一 con 叶 ( 才 jn 一 了) 在 UU 上 定义 的 正 姑 
子 流 形 , 就 是 骂 的 + 维 积分 波形 。 这 种 形式 的 积 牙 旋 形 在 己 的 所 
有 点 上 是 存在 有 的 。 事实 上 ,对 于 gEU, 凡 a=p(9) (jn 一 7?) ，. 
副 由 

ps0 =1, 一 人 
定义 的 积分 流 形 通过 9。 根据 以 上 所 说 , 塘 性 联 立 慢 微 分 方程 租 
称 为 对 应 于 分 布 亚 的 偏 微 分 方程 (在 局 部 坐标 柔 (2') 下 ) 。 


其 次 , 重 
Diot= fi =], 


oD bu (ode (i=1， 一)， 
则 。 
do) = 站) -这 古 。 
因此 , (8.8) 和 
SO, BO (m1, ee .7) 
”等 价 。 由 于 上 式 可 以 改写 碾 
Boo Mr-0 (G7), (8.8) 


因此 要 找 由 积分 流 形 ， 就 相当 于 在 点 的 分 城 上 找 出 * 个 变数 之 


出 
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Or- 西数 产 (4 全。 短 障 (8 所/8z1) 之 秩 数 在 每 一 点 上 应 亦 
是 s, 而 且 要 满足 (8.8) 。 和 这 样 的 玉 ,…, 疡 时 做 双 微 分 方程 
ov ar =0 (= Or) ”8.9) 

之 8# 区 的 解 。 | 

售 微 分 方程 (8.6) 和 入微 分 方程 (8.9) 对 应 于 同一 的 分 布 对 
时 ， 训 称 它们 之 间 的 一 个 是 另 一 个 的 循 随 方 程 。 要 由 一 方 作出 另 
一 太 , 只 要 有 照 下面 那 样 进行 就 可 以 。 比方 说 ,要 扩大 (po 使 它 在 点 
2 周 国 是 % 秩 的 正 草 短 障 (名 行列 式 不 等 于 0 的 短 阵 ), 间作 出 它 
的 闻 短 午 ew) ， 草 内 要 已 6 pr cf Cr 
一 工 ， 9 就 可 以 了 。 

4. 分 布 之 完全 可 积 (分 ) 性 和 对 合 的 分 布 

我 们 称 并 .上 7 杂 和 的 0"- 分 布 六 是 完全 可 积 ( 分 ) 的 , 党 思 是 
指 对 于 好 的 各 点 p, 通过 它 的 (r 杂 ) 积分 流 形 是 存在 的 。 所 六 
只 是 对 合 的 (involutive) , 指 的 是 对 于 天 之 任意 开 集 避 以 及 在 
U 上 定义 的 任意 Or- 向量 场 六 Da 如 果 与 在 U0 上 是 属 
于 娓 的, 旭 [Xi,， Xa] 在 U 上 世 是 属于 吕 的 09。 就 是 说 性 使 观 
是 对 合 的 ,其 必要 与 充分 条 件 是 在 于 .上 各 点 Pp 的 周 国 , 多 的 基 
” 底 是 下 1， …, 蔚 ，( 定 文 域 让 ,而 各 [Xt, 了 ] 在 上 都 属于 哎 ， 
实际 上 ,必要 性 是 很 明显 的 , 因此 只 要 证 明 充 分 性 就 够 了 。 和 加 五 ， 
7s 在 2 之 邻 域 上 属于 又 , 期 六 与 辐 可 以 表示 为 到 = 了 pt， 
Las- ht 由 $8. 2 之 定理 知道 ， Pi 与 灿 是 0 "- 砂 数 。 再 从 
简单 计算 ,得 到 

[L1, Ls] 一 他 LP 证 广 一 由 (jp Fed pb LK, ] 下 让。 


因此 ， Ea 了 3] 属于 次 ， 


60 摘 普 之 ,出 的 开 扩 4 拉 疝 党 甩 而 双 属于 ? 蜡 的 一 个 开 梨 中 的 C”- 态 躺 可 
舟 作 前 。 
从 ”这样 的 测 有 时 称 为 泛 人 用 和 
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定理 1 7 座 移 0O™"- 分 布 成 为 对 全 分 布 的 必要 与 充分 条 件 , 是 
对 庶 于 外 的 nn 一 7 让 好 布 六 "， 具有 加 下 的 和 性质 (1): 
(GD 对 于 于 上 的 尾音 一 点 了, 各 "在 周转 的 基底 wo …， 
cn_r I] Mt 之 基 版 i, ”了 了 { 埠 交 城 Vr ) ;有 
dai (Lyy Tr) =0 全 于 es nn;j, bol, 7). 
汪 量 (1》 的 陈 迹 也 可 各 取 如 下 的 形式 : 由 =…=wn_: 一 0; 导出 
de = = 0 (二 | 由 EE. Lartan 的 评 和 多 葵 交 中 束 是 这 人 梓 申 进 的 。) 
陈 明 ”由 公式 | 
do Ls, Dy) = {Lo (TD) — Tro TD) ol [Ls, Le])) 
‘网 7.7)，, 定 夷 即 可 推 得 。 证 地 
定理 & 《所 用 记号 与 上 面 局 ) 要 惰 驱 是 对 全 的 , 则 在 天 之 备 
点 了 上 ;和 加 下 和 省 点 分 别 是 其 迷 要 与 充 和 他 的 条 人 忻 。 . 
(2) 在 2 的 邻 域 上 ; CP 全 形式 Sd (I 下) 存在， 
面 了 doi= 立 [Dj ds = 二， "er 各 一 让 )，。 
(3) 二 册 地 一 荆 ， 的 入 一 他) 
吓 明 ”在 点 艺 的 周围 作 CPPiaf 形式 出,…, ,使 得 在 8 的 
周 图 ， Cy ar 和 ti， 机 or 是 线性 无 闫 的 。 这 些 叶 ， 在 并 
图 的 局 部 坐标 肝 (20 之 下 ,; 乾 示 成 


a 二 这 qu (oe) de 一 一 他) 


由 于 短 阵 (es) 之 秩 数 在 点 2 处 等 于 % 一 r; 所 以 把 Co 适当 地 排出 
时 ,可 使 


[| 


4- 第 1 章 访 浓 
关上 于; % 次 婚 陆 
Cr 


tal i nr yn 


4 一 Hn, 1 ree nr (大 下 于 分 是 单位 笃 耻 ) 
0 DT. ， 0 


0 . 00. 1 
在 点 了 p 之 邻 域 上 的 行列 式 不 等 于 0， 从 而 逆 短 障 4+== (By) 在 p 
之 邻 域 上 是 存在 的 。 如 果 把 引 ,…, 9, 取 作 

= (一 二， 人 ) 
则 在 2 周 并 的 各 点 9 上， ou … an gw 外 租 成 到 的 攻 
底 。 今 以 


天 ;一 > Dh,nrty Ber ‘y=1, ” 他) 
由 于 五, …, J 在 p 之 周 图 是 简 性 无 关 的 0"- 向 量 场 , 而 且 
CU (L;) 一 > Gre, tr 人 一作， 所 以 Ln a Ls 在 Pp 周 图 构成 践 之 


基底 。 但 
dD) 一 站 于 一 人 Et Rr), 

这 里 的 0 是 Kronecker 符 导 。 在 点 之 周 图 ,有 

(人 ea PhoAwtE GF At HPO ND 
(FF, GF, 五 名 是 0~- 玲 数 )。 从 而 有 

dont Ls, Lr = (HPD A DE HD 0) (Ls, Ly) 

| =— HL OT) (LN LN) = HE, 
由 定理 1 就 知道 , 戏 使 类 是 对 合 的 分 布 ,其 必要 与 充分 的 条 件 是 
HF=0 dat<n—r, 开放 FE). 

这 就 意味 着 条 件 (2)。 

其 襄 , 从 or 入 一 0, 可 以 由 (4 得 遇 (3), 这 是 明显 的 。 芭 之 ， 
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如 果 (3) 成 立 , 剧 当 go 以 形式 (各 表示 时 ,显然 有 卫 f 一 0。 狼 究 ， 


例 工 1 稚 有 时 C0"- 委 和布 必 定 是 对 合 的 。 
例 % 五" 内 的 下 一 工 共 人 分布 
o 一 袜 f(r dri=D 
成 为 对 舍 的 茶 侠 是 Zu 太 w 王 0 部 
(Afinh driy A (7 一 心 。 
这 式 灵 ”计算 后 ;得 


Bi dn — 


ee dz dr A dr Tk 的 小 炊 ; 即 得 
+ ~ FE 一 天 tf 


{3 Ori 
这 样 的 (3 a 


例 3 在 Bmtn 上 ;开标 采写 威吓 9 着 有 C0-Piatf 
形式 


_ sdyt 一 六 gry dr =1 -rn), 


各 而 得 澡 # 杂 分 布 
A cof == 0 (一 了 站 
wiy rr wm 在 各 所 之 局 图 攀 成 于 的 基底 ;于 是 下 


dwt — D2 dps A df, - 
dp = 安吉 ED 


DrP 
由 于 ctrl 性 相关 的 ， 所 坟 dw 要 满足 定理 2 之 全 
的 要 旺 沈 分 条 件 是 
已 如 haw A di+ 83 arr Ad 一 0， 
硅 过 这 式 两 演 关 于 dz A dw 的 系数 + 就 得 到 
衬 ( 综 束 四 (分 对)- 


由 这 样 的 加 "(名 ) 个 方程 所 成 的 联 立 方程 钥 般 是 新 成 为 对 合 的 必要 与 充分 


了 
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-的 荣 性 。 


5 分 和 的 对 合 性 与 完全 可 积 性 的 关系 

定理 1 若 C- 流 形 开 上 的 > 灯 Q"- 分 布 台 是 完全 可 积 (分 ) 
的 , 则 吕 是 对 合 的 。 

. 证明 ”把 对 应 于 邓 的 对 偶 分 布 该 Ji 在 名 .上 任意 一 浆 p 
的 周 园 ， 取 .3 之 基底 or, …， wn_,. 这 时 通过 的 7? 灯 积 分 流 形 
是 存在 的 。 从 下 投 到 形 的 本 等 里 其 能 以 、 由 于 (im 一 0， 
以 及 京 和 2 的 可 换 性 人 了. 拉 ， 所 忆 有 (ocean 一 0， 下 意味 着 对 属 
于 了 了 (好) 的 性 意 总 与 a， 有 Qi 也 一 0。 因为 了 AN) = 和 Wp， 
于 是 可 以 利用 88.4 之 定理 1， 从 而 知道 对 是 对 合 的 。 证 些 

本 定理 之 省 定理 世 成 了 并 。 

定理 2 {Erobensus 定理 ) On= - 流 形 居 上 的 对 合 0 分 布 
六 是 完全 可 积 ( 分 ) 的 。 

了 枉 明 性 开 与 媚 的 灯 数 分 别 为 1 与 +， 了 是 于 上 的 任意 一 
研 。 如 能 放 明 通过 有 r 粹 的 积分 流 形 存在 就 行 了 。 取 bp 周 国 的 
局 部 举 标 对 (2 在, 坑 了 工 ， … 下 ,是 骂 在 pp 周 国 的 基底 。 
入 样 ， 只 要 能 找 出 在 加 之 令 域 上 定义 的 CO- 图 数 gi … ,Pn-rs 并 


使 它 流 足 
加 -0 (<i<r，1<j<n-r) (在 p 之 邻 域 上 )， 
(2) 短 障 (52) 之 秩 数 =i 一 "” ( 即 91,…, Po 在 P 之 周 ， 


图 是 和 外 此 无 关 和 的 ) 就 先 了 98 (3 8.3)。 首 先 时 夫 7+ 一 1 的 情况 。 
把 并 1 写成 节 ， 并 且 表 示 为 
- DP(o)0/00. 


各 ”为 了 简单 超 见 , 慑 定 取 避 人 使 TT 于 0 起 一 下 和 
碍 ”在 点 z 险 近 定 党 的 Ce 本数 六 如果 在 上 了 的 局 图 请 是 于 二 二 … 一 斑 rP 一 9 期 
称 为 仙 布 对 的 第 一 积分 。 第 一 积分 是 过 ?之 积分 流 形 于 的 定数 (在 习 之 于 入) 。 


a 
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当 tz) 的 腑 序 适 当地 安排 时 , 可 及 讼 六 (9) 二 六 (0) 天 0, 再 惟 
6， 如 是 焰 对 值 充分 小 的 rl 个 实数 。 耻 在 这 样 的 柜 栈 下 者 
及 下 述 的 微分 汶 程 租 

时 dp 
at 


二 (oo 人 
_ 


2 (0) =0, 
snan 人 一， 
这 方程 租 的 解 候 蔽 是 和 
P=gp ty Ey ET) = 
叶 是 在 他 , …, 0 的 邻 域 上 定义 的 画 数 ,关于 去 如 ，,…, 名 是 具有 
CO 性 的 生 。 拖 二 写成 各 ， 列 gt( 人 各 台 ) 是 在 0 附近 定义 的 
0O~- 画 数 ,而 且 满 足 


FQ 0 .., 0 
= 1 站 
日 (0 PP") 一 . ”。 一 :1 
了 | | 
rn) 0 1 
在 原点 附近 解 


Tp (1 
中 得 到 的 逆 (一 画 徽 珊 为 
和 一 站 0 
识 以 
= 
天 (也 是 点 了 有 周 阁 的 局 部 坐 深 条 ,而 = 
=p = 


| 


各 “关于 解 之 存在 及 其 性 质 (例如 和 玖 ， 种 始 条 件 内 言 有 参数 的 情况 ) , 可 以 大 看 从 
郧 方 祷 瞪 。 ™ 


4 第 1 间谍 江 
或 了 。( 有 明显 地 ，9 全 一 0， 必 一 ，…, mn。 2) 从 此 ， 得 


rT Gb 中、 
于 是 对 于 在 p 周 图 定义 的 任意 0~- 画 数 f, 有 。 


夺 1 有 
下 立 。 -特别 当 了 一 yh 2 9 时 ， 开 9 一 0。 因 此， 妨 , …， 估 
就 是 所 求 的 解 。 

其 欧 言 稿 "> 的 一 般 情 况 。 利 用 妇 梢 法 ,性 直 到 ”一 1, 都 有 
满足 (与 (3) 之 解 存在 。 由 7 一 1 时 的 证 朋 , 如 对 于 于;, 在 点 力 的 
周围 取 局 部 举 标 溺 {( 蚁 ，…， sr) ， 基 

一 8131， R=0 (全 一 2 1 
落 工 1, …， 互 , 用 局 部 坐标 膝 (op) 囊 示 , 则 有 
8 
a 
(因而 , fF1=1, fF 了 一 … 一 FI 一 0 ) 

全 以 六 一 也 一 站 一 XL 一 2 人 ,显明 地 ,了 1,…， 

F 在 点 Dp 周转 构成 驶 之 基底 。 因 此 ,类 陵 i 
1 PE Fa... Es 


Fi Fi... Fr}, 
之 秩 数 是 7 一 1, 对 妨 ;…, 加 以 适当 的 交换 ,可 以 使 det (81) er 
在 点 p 上 不 等 于 0， 因 此 , 短 陈 (Fa<err 在 点 ?附近 有 赣 矩 阵 
(GQ?) satyar。 这 时 上 坟 
用 一 六 一旦 1 


Zi {91F, 人 一 全 四 ) , 
央 81，…, ;在 点 加 周 国 是 于 之 基底 。 和 如 用 局 部 华 标 节 (4 站 来 帮 


和 


8 谊 形 上 的 全 德政 方程 ( 苍 布 ) 的 
畦 
东 , 可 写成 


a 
P= 
oy 
名 ww _ 8 于 pa Hi 0. 
| - Bn =r ti on 
-J 6 8 
- po Bar jl H: oat 时 
这 里 的 .五 1， 9<t<sT，y 寺 sy7<sm 是 y 的 (人 六- 醒 数 。 友 
”小 各 形式 容易 知 浊 : / 
iti 0 OH 站 DH 9 
[2 1 Zt = 二 Syl Bi Ea YE Poi dr 


得 由 于 并 是 对 合 的 ,所 以 这 此 [#1 zu 是 21 a ,2 的 弹性 桔 合 


式 ( 以 Cr- 面 数 作为 结合 式 的 系数 ) 。 因 此 ， 


j ,| 
5 一 晤 (2 和 站 十 二 过 7 妥 放 ) ， 


亦 即 ,Hf 不 包含 妇 。( 失 而 得 [加 ， 儿 ] 一 0, 阅 冬 计算 可 得 [名 ,2 
三 06 也) ,) 因 此 ,以 GP，…, 39) 作为 坐标 的 BR" 上, 在 大 
原点 附 扩 ,由己 微 分 方程 ，- z ° 

一 23f =0, Erf=0 

所 定义 的 7 一 1 杂 分 布 是 存在 的 。 由 于 [Zi, 2] = 所 以 这 个 分 
布 是 对 合 的 。 根 据 归 梢 法 的 假定 , 在 原点 周 圈 有 独 站 的 (% 一 1) 
一 修一 了 一 n 一 7? 个 解 记 (9 (一 1…, mn 一?) 。 这 时 , 短 隧 
(fy 39 oli<n 一 7，2<j<n 之 秩 数 是 mn 一 ”, 就 是 把 户 看 成 是 
的 国 数 。 记 在 原点 的 周 国 是 狼 立 的 , 提 且 
构成 21 一 0 的 解 。 因 此 , 在 点 2 周围 定义 的 O- 醒 数 六 fr 
满足 


| 


f=0, …, Xf=0, 
而 且 是 独立 的 。 这 样 就 完成 了 归 生 法 。 直 毕 


or 


TE 
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泽 营 、 由 (32) ,我 们 可 以 把 pr er 扩充 成 为 在 P 周 团 的 局 部 坐标 条 
(P19 0 
6. 由 对 全 分布 针 定义 的 新 流 形 构造 s 
在 杀 的 0"- 流 形 村 上 ,有 7 礁 的 对 售 0 分 布 狗 ， 腿 JIF . 
所 训 的 那样 , 中 在 UY 上 可 以 定义 一 个 新 的 7 杂 0" 流 形 构造 。 首 
先 让 我 得 亲朋 在 对 .上 由 加 定义 的 新 拓扑 ( 称 为 节 :- 拓 扑 )。 我 全 
称 用 之子 集 可 是 观 - 开 纂 ,这 竺 味 着 们 或 者 是 空 和 货 , 职 者 对 于 可 
的 各 点 p, 存在 着 分 布 好 的 了 杂 积 分 流 形 六 , 有 关系 PE 入 CU 、 
(换言之 , 当 0U 或 者 蚌 空 咎 ; 焉 者 表示 为 对 的 杂 积 分 流 形 族 {NN 
之 和 第 : 二 UN; 时 ,就 称 是 牟 - 开 集 。) 根 据 这 一 规定 :显然 有 : 
(由 于 六 是 完全 可 积 ( 牙 ) 的 ) 
(DD 下 及 容 集 是 驱 - 开 策 。- 
由 .5 定理 2 的 证 有 明知 道 * 
(2) ML 之 开 集 是 妙 - 开 集 。 
更 由 定义 ,明显 地 有 
(3) 由 明天 和 集 之 族 亿 小 所 成 的 和 策 UD 仍 是 吐 - 开 和 集 。 


从 上 区 的 (2) 可 以 把 Hansdor 作 的 范 离 公理 处 述 如 下 : 


(4) 对 于 闭 上 的 两 点 了 与 9 公关 及 ， 有 风 - 开 第 忆 与 Ms 存 
在 ,使 PpEDi, 9E Ua; Ui 站 Us 二 空 抠 ， 

利用 狂 - 开 和 集 的 概念 ,要 说 阴 M 是 拓扑 空间 , 只 要 说 明 下 面 的 
事实 就 行 了 。 

(65) 如果 Ui, Us 是 器- 开 华 , 则 UN Us 也是 开 - 开 集 。 

卫 明 ”加 果 UiNn Us 是 空 个 ,定理 是 加 有 明和 购 , 个 识 2E UiNnU,， 
取 守之 7 淮 积 分 访 形 Ai 和 病人 恒 和 去 NiU, PEBNsCU,. 
EnE P 周 图 以 作为 坐标 邻 域 的 局 部 坐标 系 取 作 心 )， 则 使 
2 有 二 人 一 要 全) 一 0 而 且 2 520， ;9/62" 一 定 可 以 在 p 的 周 


围 构 碟 六 之 基底 488. 互 之 最 后 的 福 沽 )。 必要 上 时， 可 以 起 站 :是 于 


8 该 带 上 的 全 移 共 谨 程 ( 牙 布 ) yt . 


之 连通 的 正则 子 流 形 , 而 且 NiCV 3 这 只 要 把 含有 Pp 的 Wi 之 开 
子 流 形 取得 充分 小 , 坤 以 它 代 赫 太 ; 即 可 。 对 于 驴 。 也 可 以 作 同 样 
的 假定 。 < 罗 
发 4 是 从 站 投 于 下 中 的 挤 等 映射 全 一， 3 ，2loby ao 
三 成 了 局 图 构成 Ns 的 局 部 坐标 腔 ， 2 ou om 在 A 上 上演 
于 0。 实际 上 , 中 可 以 从 徽 人 万 程 da 一 0 …, do" 一 0 绝 示 。 因 
i 是 它 的 积分 流 形 , 所 以 wou (> 分 在 如 各 点 的 周围 是 定 
数 。 又 由 于 不 是 和 运通 的 , 所 以 它 在 和 W .上 也 是 定数 。 另 一 方面 ， 


2 ol Wo4 中 有 适当 的 7? 个 (在 点 之 周围 ) 表 示 加 的 局 部 华 
标 系 、 {名和 4. 4 之 定理 1 和约 (1))， 由 以 上 县 诗 法 ， 这 非 是 2 ou ”” 
sr 不 可 。 因此 ,加 以  、* 


Ns— {gEV ;WH = = =0}, 
天 下: 是 弄 的 正则 了 厅 子 流 形 ，N， 与 Ns 同时 是 六 的 开 子 流 形 。 
Nn A 也 是 Was 的 开 子 流 形 , 因此 是 显 的 7 准 积 分 流 形 , 而 且 


PENN NECU NU,. 四 让 毕 


其 座 , 我 全 用 申 来 定义 歼 的 了 维 0”- 流 形 析 造 ,用 gh_ 扼 着 来 
规定 ' 台 的 拓扑 构造 。 对 于 各 虑 9， 选 定 一 个 具有 久 上 证 明 中 所 各 


“ 窒 质 的 局 部 坐标 系 {o， …, 只 ,名 及 通过 2 的 了 礁 积 分 流 形 im， 


在 这 > hk, 座 有 一 个 炎 2 周 国 的 局 部 学 标 条 (4814，…， wo0) ,其 
坐标 邻 域 就 是 下 党， 由 于 { 放 外 与 《人 et) 可 以 在 到 内 规定 一 个 
7 厅 的 O"- 流 形 构造 ,也 就 是 疏 ,，82.2 的 人 ，(T) ，(IIT) 是 成 立 
的 。 这 个 断 革 由 以 上 (本 之 话 明 是 明显 的 。 上 容易 知道 ,这 笠 规 定 出 
的 流 形 构造 ,和 以 上 (zw 入 ?的 取 法 无 关 , 这 个 于 的 新 流 形 构 造 
称 为 名 - 构 造 。 政 样 , 又 可 以 把 放 淖 做 是 7 杂 的 Cr- 流 形 , 到 成 


型 有。 从 定 光 明显 地 看 出 ， 型 w 是 型 的 子 流 形 Wk Ym 


和 六 是 一 致 的 ) 。 
注 熏 ”反之 ， 对 于 引进 靳 的 厅 C=~- 流 形 构造 1', 如 果 对 ' 是 好 的 


r3 能 1 理 谢 形 
子 流 形 ;出 对 于 ML 的 各 点 pi; 息 器 jn XY' 在 点 9 的 切 向 量 空间 op (到 ?成 对 成 
的 分 布 是 亚 (如 是 完全 可 积 (分 ) 的 +r 雁 C” 分 布 )， 容易 知道 y 出 黑 所 决定 
的 A 和 WW! 是 一 改 的 。 也 就 是 葡 , 并 上 对 合 的 + 礁 0~ 分 布 跑 ,和 使 站 
它 本 身 的 + 鞭子 斌 形 看 符 的 0~- 流 形 构造 之 朋 形 成 一 一 对 应 的 关系 。 
7. 极 大 积分 流 形 动  ， 
在 % 杂 的 0~- 流 形 半 上, 有 7 杂 的 对 合 分 布 . gt, 对 了 于? 弘 的 
0"- 流 形 于 m (上 小) 上 的 各 点 及 am 上 上 名 合力 的 连通 部 分 筷 成 
V(p) , 因为 War 是 流 形 , 所 以 入 (PD) 是 Mm 的 开 集 加 。 因 此 ,由 
于 环 ( 旬 是 Mm 之 开 子 流 形 ;所 以 是 员 的 7 亲 积 分 流 形 。 这 个 积 
分 流 形 称 为 又 过 点 9 的 极 大 积分 流 形 。 过 点 加、 跨 之 7 竣 积 分 流 
-有 形 桩 以 内 部 拓扑 速 通 时 , 划 必 有 。 
NECW (DD. 
事实 上 ,由 于 钢 - 拓 扩 , 由 下 极 向 其 本 身 中 去 的 恒 等 喘 射 是 速生 的 
(和 参考 上 各 (四 的 让 明 ) ,所 以 下 关于 对 - 折 扑 是 连 泛 的。 更 由 于 下 
.是 玉 (Pp) 的 开 集 (关于 现 - 拓 扑 ), 所 以 它 作为 开 子 流 形 而 被 包含 在 
本 (国内 。( 一 般 , 当 流 带 4 以 8B 为 子 流 形 而 包 含 By 生 4 与 B 灵 
数 相同 了 时, 旧 B 是 切 的 开 子 流 形 ,这 从 4.4 就 可 以 知道 ,) . 
由 以 -上 所 六, 如 最 的 建 通 * 克 的 积分 流 形 矿 ! 与 万;, 作为 集 - 
潜 待 时 ,1 一 Wa, 旧作 为 0"- 流 形 构造 着 待 也 是 一 至 的 。 这 是 因 
为 当 取 DE Wi 一 阳 时 ,Wi 与 和 Ws 是 玖 (9) 的 开 子 流 形 的 和 帮 。 
下 面 要 提 到 之 二 点 属于 同一 极 大 积分 流 形 的 条 件 。 首先 ， 
于 我 们 定义 一 条 所 彰 寻 的 C 一 曲线 。 由 已 之 表 区 间 [4, 51 抽 到 
M 中 的 映射 为 和 ->p( 介 ,a<t<5; 把 这 一 映射 扩充 到 由 含有 [4， 5] 
的 开 区 南 人 一 s， b+e) 投射 到 于 中 去 的 C” -映射 时 ， 则 称 | 
Dt): gt 
是 性 的 0" 由 重 (2 人 连 粳 时 ， 则 称 为 过 禄 曲 粒 ) 它 束 接点 2 人 人。 


1 由 于 gr 的 备 点 具有 束 光 的 分 城 。 : 


$8 流 形 上 的 对 微 务 态 程 (分 市) 各 


与 点 和 的 ， 称 pe) 是 寻 点 ,D0) 是 舟 点 。 如果 ?31 出 在 点 
2 (和 ) 的 周围 到 局 部 坐标 系 (o0 ,并 识 p( 则 的 坐标 ( 当 1 十 分 接近 三 
时 ) 是 (w:( 介 )。 在 点 p(to) 处 , 美 于 坐标 又 (2 以 (22(0) ，…"， 
mr (fo) ) [这 里 zr 一 dat/94] 作为 支 量 的 向 最 ZL 称 为 曲 米 p 反 ) 在 点 
p(t0) 处 的 切 向 量 。 (容易 知道 二 ,不依 把 于 局 部 坐标 对 (20) 之 选 
” 择 小 对 于 est 让 的 各 志 如 有 
LEMw (Geteb) 
成 立 , 则 称 曲 线 2 全 是 分 布 中 的 积 喘 曲 钱 。 利 用 这 种 裔 法 , 有 下 
述 定 理 : 
定理 ” 届 Cr- 流 形 开 上 有 对 合 的 分 布 叶 以 及 两 点 几 与 2， 风 
. 与 9 属于 狼 之 同一 极 大 积分 流 形 的 必要 与 友 分 条 件 是 ,速生 多 与 
9 的 别 之 0+- 积 分 曙 简 存在 。 
: 丁 明 起 2 与 9 力 于 由 之 同一 极 大 积分 流 形 矶 ( 切 ， 则 因 
矿 ( 幼 是 束 通 的 流 形 , 容易 知道 , 2 和 7 可 乌 用 机 (bp ) 内 的 C"- 曙 
粮 巡 竺 起 来 。 显然 ,这 是 中 的 积分 曲 米 , 反之 , 霸 儿 人 0 是 连 千 p 和 
9 的 中 之 04- 积分 曲 简 , 在 曲 交 9 内 上 尾 取 一 点 p(to); 又 在 富 
的 周 奋 取 局 部 坐标 条 (4+，…, 2 ， 使 钢 在 p(4o) 的 周 团 用 dort 
一 0，…, de" 一 0 者 示 出 ,起 在 这 一 坐标 系 下 , Pp( 之 坐标 是 
(人 )， 则 因 2 全 是 积分 曲 稳 ， 所 及 go 办， …， 们 人 在押 诊 近 
都 等 于 0。 这 就 是 必 ，2( 坟 , 9 了 IT<7<sn 在 如 者 近 是 定数 ,因此 ，, - 
当 .# 非常 捷 近 所 时 , 点 p(D 属于 周一 的 极 大 积分 流 形 。 从 此 ,如 
把 区 间 [4, 引 ] 充 分 地 秋分 时 , 旧 可 知 点 Pp(@) =9. 和 2 (一 9 也 属 
于 同一 极 大 积分 流 形 。 . 证 虽 
系 家 刀 和 中 是 0"- 流 形 MM 的 二 个 对 合 分 布 ， 如 果 在 型 的 
各 点 上 员 , 己 加 ,， 则 通过 有 民 之 各 点 9 观 之 极 大 积分 流 形 Wilg) 
和 外 之 极 天 积分 流 形 下 se) 并 有 
: Wilg) CW,(q) 
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成 立 , 而 且 币 :( 分 是 到 s(9) 的 子 流 形 。 

年 明 邢 119) 记 到 s( 人 由 定理 序 可 有 明了 。 尖子 后 牢 段 的 事实 ， 
只 要 能 说 明 Mu 是 Mr 的 子 流 形 就 行 了 。 为 了 葬 明 这 衬 事 实 , 先 
发 明 由 Wow 投身 到 对 %# 中 去 的 恒 等 映 射 是 如 炳 的 (这 时 ,是 0”- 
钢 射 。56,4 之 定理 驴 。 邓 之 子 集 44 根 丽 是 路 开 集 , 在 点 bE 4 
.之 周 圈 取 局 部 坐标 条 (2 ,使 外 以 do 一 … =dg* 一 0 表示 出 来 。 


取 中 之 积分 流 形 4o3w, 使 和 C4。 各 4 取得 充分 小 时 , 在 4 


上 可 以 使 2 一 常数 ,…, "一 常数 。 对 于 各 点 YE do, 以 岗 和 
它 对 应 ,在 4。 上 就 得 到 0"- 和 分布 现 , 显然 , 它 是 对 合 的 。 因 此 , 通 
鞍点 力 的 钢 之 积分 流 形 2 (do 之 子 流 形 ) 是 存在 的 , 2 显 然 是 如 
”的 积分 流 形 。 这 就 是 说 满足 ZC4oC4 的 也是 好 - 开 集 。 因 此 , ， 


是 连 炳 的 。 由 上 壕 可 知 ， o 是 一 对 一 的 , 因此 ， 于 gh 是 Mm 的 子 
. 流 形 。 让 华 


8. 第 二 可 数 性 公理 的 影响 
对 于 0"- 流 形 并 ， .如 果 引 进 第 二 可 数 性 公理 : 在 并 中 许 


当地 选取 由 可 数 个 开 第 所 成 的 族 {0 ， 虽 M 中 任意 的 开 第 可 以 


用 族 内 划 些 个 U; 之 和 和 集 表 示 出 来 ”就 可 以 获得 更 精 厅 的 性 质 。 


但 因 所 锅 的 基础 知 茂 写 起 来 要 占 去 较 大 的 篇 辐 , 所 以 洲 里 把 下 - 


机 定理 1, 2 的 证 有 明 晓 去 心 。 


定理 1 如 果 Cr _ 流 形 下 满足 第 一 可 数 性 及 理 ， 六 是 下 的 通 ， 


通 子 流 形 , 虽 六 也 满足 第 二 可 数 性 公理 。 
 ， 定理 2 习 0~- 流 形 性 上 有 7 条 的 对 合 O~- 分 布 跟 , 万 是 吊 
的 一 个 7 条 积分 流 形 。 如 果 了 是 和 由 放流 形 下 投射 芭 亲 中 去 的 
“由 射 ,是 
(1) F(REYCN, 
(27 廊 满足 第 二 可 数 性 公理 


和 党 老 口 . Chevalioy: Theory of Lie eronpa(Prineeton, 1946) ' 第 站 共和 9 


$3 流 形 上 的 全 得 分 态 种 (分 布 ) 1%, 
成 牙 , 出 所 着 让 瑟 投 商 丰 中 的 C 瑞 射 。 

利用 这 些 定理 ,可 以 使 8&8.7 的 系 更 加 精密 化 。. 

定理 3 CC- 流 形 型 上 有 二 个 对 合 的 分 布 对 与 外 ;在 型 的 
省 扎 刁 上 ,流风 二 多 。 如 果 形 满足 第 二 可 数 性 公理 , 旦 通过 型 交 
某 一 点 po、 四 与 只 之 棚 大 积分 流 形 Wi(po) 与 镀 s(po) 从 为 集 丰 
竺 是 一 至 时 ,出 乌 一 锅 、 
证 明 由 $8.7 知道，WYitpo) 性 扩 ,(po), 面 且 了 帮 1(pom 是 


开光 9o 的 子 访 形 。 从 定理 工 WV (go) 满 足 第 二 可 数 性 到 理 。 寺 为 ，- 


由 Ws(go) 投向 下 中 去 的 性 等 映射 ,满足 :Wa(po)) 一 WW1(po) ， 
所 以 由 定理 2 知道 ,民居 从 Vs(Wpo) 投 射 儿 入 (po) 中 去 的 0"- 爱 
射 。 由 于 是 Or- 号 射 , fpo) 和 分 7 (po) 作为 Ce- 沪 形 看 待 是 
一 至 的 ,因此 , 宅 们 的 准 数 相 辣 ,从 而 疯 和 和 锅 的 杂 数 世相 间 。 但 由 
于 在 各 点 上 钢 呈 郧 ,, 所 以 秽 = 和 M。 ”证 毕 

利用 辣 样 的 证 法 ,可 得 - 

又 队 昌 是 ?4 蕉 的 已 - 访 形 ,六 是 攻 上 的 了 7 杂 对 会 1” 分 
布 , n+。 那么 , 满足 第 二 可 数 性 倒 理 , 而 生 作 为 集合 酒 待 议 足 
型 一 后 的 邮 之 积分 流 形 广 是 不 存在 的 。 

9. 例 

例 1 $8.4 的 例 3 所 壕 的 Rmt*. 上 的 0 分 布 

,= Wa G1, mm) 


如 果 是 对 合 的 , 屠 末 通过 定义 域内 一 点 中 ; 260) 的 划 蕉 积分 流 形 环 (取得 
充分 小 使 它 是 正则 的 ) ,其 局 部 坐标 可 以 写成 


yi=—7t 【3 ce Ht (# =], rr He 
实际 上 ,在 点 W020) 周 疼 取 全 的 局 部 华 标 骤 (ul …， 9 ,并 以 
Vy HD N= NL ny 


表示 , 剧 %* 行 mw 十 n 列 的 征 随 
| 
(5 大 中 表示 72 gt 之 侍 ) 
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之 秩 为 4。 其 实 , 这 就 是 妓 (Bsy/aube 的 行列 式 不 等 于 0: (如果 能 阶 明 这 人、 
事实 ;, 即 因 我 们 已 取 ml …, wr 作为 丁 之 局 部 航标 系 ， 所 以 要 醛 明 的 事项 就 
推 得 了 。) 因为 矿 是 积分 波形 ,所 以 - ，  : 


0 


Se。 
因此 ， 矩 陈 (Gyi /Buk Bri /Bux), 的 秩 w 等 于 短 隙 Crp 之 铁 ， 于 是 
det(Bx! /Our) 二 0 

和 情 说 明 一 个 简单 的 俩 子 。 半 = 二 ER3 上 的 分 布 


Mt mewt+hdy=0 (ayb 上 晨 定 教 ， 93 十 > 癌 ) 
是 对 合 的 , 器 之 极 大 积分 流 形 (这 射 是 芷 则 的 ) 是 由 . 
dz 十 by = 常数 
， / ”所 表示 的 覃 乒 。 出 吕 - 拓 所 确定 的 wm 不 


. 满足 第 二 可 教 性 公理 。( 丰 $ 8.8 之 条 内 ， 

如 果 对 于 阁 不 很 定 第 二 可 数 性 公理 , 删 可 

LA 以 发 生 和 相反 的 情况 。 这 只 要 取 om 代替 NN 

; * ”就 可 以 看 出 。) 这 时 的 现 -拓扑 , 指 的 是 具有 

接近 直线 sr+by 一 常数 时 , 才 有 "“ 基 一 点 接 

: 近 另 外 基 一 点 "的 绩 法 , 不 能 澡 荐 任意 方 同 
“图 8.1 接近 


第 2 音 Lie， 天 
8 人 .Lie 群 


-= 


1. 定义 


和 集 避 称 为 C0-Lie 群 , 如 果 窍 满足 条 件 : 


(《 工 ) 他 是 群 ; 
《了 I) 如 是 0"- 流 形 ; 
IL) 群 送 算是 C” 睐 射 。 即 


对 运算 (a, 妨 一 GE 王道 运算 axa 分 曾 填 做 是 由 GxG 投射 到 


G 中 的 及 由 全 投射 到 G 中 的 上 觅 射 ,而 且 是 0” 映射 。 (GxG 意味 


着 积 流 形 (第 1 章 ， § 6B}. ) 


注 党 ”如 果 如 是 Co 访 形 (详解 析 的 流 形 ; 第 工 瘟 引 2.3) , 群 运算 是 Co 
映射 , 则 称 G 为 Co-Lie 群 (或 实 解 析 的 Lie 群 ) 。 司 样 定义 复 解析 的 Iie 群 。 
由 于 这 些 Tie 群 可 以 进行 同样 的 论 渤 ; 所 以 此 后 只 讨论 0*-Lie 群 ; 并 把 


六 -Lie 群 简称 为 Lie 群 。( 其 实 , 0"-Lie 群 在 本 质 上 就 是 0*-Lie 群 * 节 是 可 


以 证 明 指 ,但 这 里 众 略 on 
名 ， 例 


例 1 向 量 群 R" 群 运算 取 作 向 量 加 法 , 朗 对 于 w= (sl,…'yw") 与 


二 


ty 
其 0"- 流 形 构 遗 探 脱 第 1 章 §2.3 所 讲 的 那样 取 定 ， 挟 " 就 成 为 Lie 群 。( 其 


实 是 C%-Lie 群 ) 这 个 "中 做 4 条 向 量 群 。 


例 2 炉 性 图 (linear-group) 以 实数 为 元 崇 的 # 经 味 , 其 行列 式 不 
等 于 0 有 的 那些 类 隧 之 全 体 所 成 的 集合 记 成 8L(n, B) .很 据 掉 阵 乘 法 ， 
L(y RR) 档 成 一 个 群 。” 阶 晨 限 〈 以 实数 为 元 素 ) 之 生体 可 以 看 成 是 一 个 
ER" GDCny RR) 是 它 的 一 个 开 集 ， 从 而 GE Cn, RR) 是 BR" 的 开 子 流 形 。 因为 


时 
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GL(ns, 上 R) 是 开 子 流 形 , 所 以 它 具 有 0 请 5 攀 造 ， 关于 这 移 构 造 , 8 9.1 之 

OD 是 成 站 的。 实际 上 ， 席 性 = 《aa 一 (biy) 是 Lins 遇 ) 的 元 素 ; 以 
= (Cr) 3 县 | 


= 


ej = 一 > Grids , 


因此 ， oj 是 qm 和 be 的 -病灶 。 双 由 于 1 bw 是 关于 局 部 坐标 柔 的 毕 
标 , 所 以 针 法 运算 人 ;BB 一 4:B 是 0*- 频 射 。 若 更 以 4 了 = 人 六 ， 则 因 gf 是 

:sy 的 有 理 式 ， 其 分 母 是 detA{ 竺 中， 所 以 是 ai 的 0 融和 数 。 脱 此 器 来 ， 
帮工 (Ry 呈 】 术 研一 个 Lie 稀 ， Fe 六 的 实 一 航 机 性 光 (real peneral linear 
gronp of degree 人 

. 局 样 ,以 复数 为 元 素 的 1 阶 算 往 之 双 体 (作为 元 素 的 各 复数 , 分 成 实数 部 
分 与 庶 数 部 分 去 处 理 ) 可 以 看 成 运 一 个 RB?" 其 中 行列 式 不 等 于 14 的 泊 些 拭 
阵 过 全 体 所 成 的 集合 记 和 做 BE CO)， 和 和 I BB) 一 样 , 它 构成 Lis 群 ; 称 
交 # 葡 的 复 一 般 厅 性 狼 (ecompIez general linear group of degree 从] 。 
“(GIAn, 0) 也 是 复 解 析 的 Lie 苦 。) 

注 匡 今后 以 互 下 示 实数 的 全 体 ,以 0 卖 未 复数 的 全 体 。 

倘 3 由 实数 体 上 有 限 灯 的 向 是 空间 投射 到 它 本 身上 的 矿 性 频 射 世人 
体 租 成 一 个 条 法 群 , 有 以 如 ) 。 取 吾 之 基底 ip ar; 如 所 局 知 ,GL CER) 
的 元 素 和 妇 工 (my 五 ) 的 元 来 形 四 此 , 群 GE (B) 和 GILtw, 至 ) 作 
为 抽 得 尹 拜 待 是 同 移 的 。 若 以 这 癌 构 胰 射 作为 C"- 拓扑 胰 射 , 则 在 人工 ( 吾 ) 内 
可 以 引进 C”- 沪 形 构 艇 。( 容 易 知道 ,这 种 2”- 流 形 构造 示例 顿 于 吾 的 基底 之 
选择 ;而 是 一 定 的 。) 这 样 , GD (EE) 构成 is 群 是 下 以 想得到 的 。 同 样 , 如 聚 吾 
是 复数 体 如 上 的 向 量 空 间 , 那 未 利用 GZ 人 8) 和 GEtay O) 的 间 构 对 应 ,GE (7) 
也 可 以 构成 Lie 群 。 

例 4 阐 环 客 TI Ks 上 的 加 局 下 :z8+ 凡 一 1 如 以 前 所 提 到 的 ,是 可 的 


正如 于 定形 。 对 于 贺 半 上 的 任 素 一 点 好 ， 轴 ， 了 玉 稳 对 值 汶 1 的 复数 4 一 和 十 人 饮 


和 它 对 应 , 这 种 对 应 使 得 总 和 起 对 值 为 1 的 复数 全 体 所 稚 成 的 乘法 群 列 皮 


Lie 狼 。 因 为 各” 作为 局 部 符 标 条 ,乘法 可 以 
(£2+1y) (+) = (C0) i + TO) 


来 坡 示 。 这 梯 的 王 时 代 (一 灯 的 ) 回环 叙 (torns group 成 toroidal 
group)o 


由 于 这 梯 的 尘 应 ,如 在 代 闪 导 进 0" 社 形 和 构造 ,其 天 构成 


Tn' 


-pr 
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. 8，Lie 群 的 章 积 
识 a， Ca 是 Lie 辞 。 作 为 群 来 瑶 ， G, 与 引 的 次 积 是 fi x (5， 
男 一 上 方面 ,把 GiX 作为 积 流 形 ,引进 0”~- 流 形 构 造 。 容易 知道 ， 
这 样 知名 人 H 久 人 是 Lie 群 , 称 它 为 Lie 群 与 6 的 区 积 (direet : 
produe)。 同样 ,可 以 规定 Lie 群 全，…, 邓 的 王 积 为 GiX… x 人 
例 个 TI 的 直 积 Ix. x 了 1 写作 T", 称 为 # 雁 的 夯 环 祥 。 
生 .Lie 群 的 同 构 sk 
识 HG 是 Lie 群 ,由 Ga 投射 到 Ca 中 的 映射 加 果 是 
(1) 由 抽 象 群 的 楼 济 抽 象 群 G。 上 的 局 构 对 应 ， 
(2) 由 0~- 洪 形 eG 投射 测 Or- 流 形 6 上 的 Cr- 同 胚 映射 
、( 亦 即 , 卫 和 六 + 同 是 0 映射 )。 z 
则 称 王 是 由 Gi 投 疝 Ga 的 同 移 映 射 (车 人 Fi 一 Gs, 旧称 五 是 自 同 
构 旺 射 或 简称 为 自 同 构 ) 。 这 样 的 了 存在 时 ，Lie 群 仿 和 Ca 就 
称 做 同 移 。 同 构 的 Lie 群 在 本 质 上 看 咸 是 同一 的 。 


例 1 出 量 群 Bp，BRa 之 直 积 FR?x Re 和 疝 量 群 Bee 同 构 。 
例 2 89.2 例 3 之 GL{E) 各 如 LL(ms 吾 ) 同 构 。 


slo 变换 群 


L， 作 用 于 流 形 的 Lie 群 
浴 人 避 是 Lie 群 , 对 是 0"- 流 形 。 规 定 由 积 流 形 GX 天 授 癌 
六 中 的 0"- 上 映射 (g, 区 一 PC 人 D， 记 为 pW 人 一 9 交 ， 则 当 
(1 erp 一 Dp (PEE) ,6 为 他 这 单位 元 素 ， 
{2) T(t) = (G0 PD (fr, gsE CF, PE NM) 
成 立时 , 称 是 在 好 在 方 起 (0~- 的 ) 作用 的 加。 同样 可 规定 G 在 
NH 右 方 起 作用 : 由 村 Xx 届 投向 开 中 的 0 映射 (p, 9)->pr9 满足 


如 各 解析 的 Lie 群 在 复 解 析 之 浇 形 直 丰 方 起 复 解 析 的 作用 , 可 以 同 冬 地 
,定义 。 . 
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80 z 入 3 者 Li 并 和 
(DD pre=p. (PE NM), 
2) (P99393) PEM, g1, gE HM) * 
时 , 称 台 在 蜡 右 应 起 作用 。. 
G 在 于 ( 左 方 ) 超 作用 时 , 称 刀 是 型 的 ( 左 方 ) 变换 群 。 
以 后 为 了 简单 起 昂 , 称 由 于 接济 于 上 的 Cr“- 同 胚 映射 为 于 
之 (变换 。 下 此 夏 来 , 杂 在 型 左 方 起 作用 时 , 他 的 任意 一 元 素 
站 所 确 宗 的 、 直 , 江 投 问 开 中 的 映射 ps:p ->a 是 开 的 CO 变换 。 
事实 上 ， 很 明显 地 9#a 是 宙 站 投 问 六 上 的 一 对 一 的 必 ”- 上 映射 ,而 
旧 关 gil 一 po 所 以 gi! 也 是 0 映射 。 四 
定义 届 是 在 怕 左 态 起 作用 的 ， 鸡 于 用 之 各 点 Pp, 如 里 
泣 丰 
z pp 
的 元 素 除 单位 元 过 e 儿 ， 半 不 存在 其 他 的 任何 元 素 EGG， 出 称 他 
在 并 有效 地 (effeotive) 起 作用 ， 有 
2. 例 - 
例 1 忻 下 一 驴友 一 BE (ny 再 。 于 的 点 pana 


je 以 


征 一 GE 工人 9 及 )。 如 时 规定 划一 -Aw 洲 


yi al .ral Tl1 
y=( :={ 
则 他" 站 Tn + 


亦 印 四 yi p> iy 


则 明显 地 * 好 在 并 左 方 起 作用 。 这 种 作用 是 有 效 的 。 G 就 是 向 量 空 间 R* 的 
线性 变换 群 。( 同 样 , GL(5) 在 向 量 空 间 互 堪 方 有 效 地 起 作用 。) 
例 8 对 使 Lie 洛 在 & 左 访 起 作用 ,只 要 以 (ayp)->arp; 取 如 之 苹 法 作 
为 转 合 法 好 攻 可 以 了 。 同 样 , 全 也 可 在 台 右 方 起 作用 。 这 种 作用 是 有 有 效 的 。 
例 3 在 复数 平面 上 加 上 一 个 无 穷 远 点 ,得 到 Gauss 球面 ; 在 这 球面 上 ， 
GZI(2, 0) 所 起 的 作用 规定 如 下 : 


GL(2, 0) 34=(? 9 


而 


Ty, 


- 
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并 日 对 于 复数 2, 大 定 了 办 二 全 


规定 的 作用 不 是 有 效 的 。 
实际 上 ,对 于 任何 #2, 满足 4(s) =# 的 44 除 单位 算 障 工 外 ， 还 有 了 的 数 
量 悦 ofy9 王 0 世 油 是 它 
例 4 和 Rr 同样 地 把 ”个 复数 并 列 成 (ol;… 2) 之 全 体 甩 成 C" 时 ， C* 
是 24 条 的 0™- 流 形 ,和 间 构 。GI(ns C) 在 Cn 左 方 有 效 地 起 作用 。 


0 ( 当 = 一 ce 时 ,规定 4 =). 这 样 


2 


3311 Lie 子 群 


， 


i. 定 尺 
Lis 群 人 8 (作为 抽象 群 看 待 ) 的 子 群 是 态 , 知 五 以 一 个 0~- 流 
形 构 造 。 关 于 这 个 0~- 流 形 构 造 ,如 果 寺 构成 CC 济 带 9 的 于 流 
形 , 而 且 木 身 是 Lie 群 时 ‘关于 同一 0*- 流 形 构 造 唾 ) ， 划 乏 五 是 安 
,的 上 Lie 字 群 。 显然 ， 如 Lie 群 日 在 0"- 话 形 导 左 胡 起 作用 ， 则 疙 之 
Lie 子 群 总 也 在 形 的 左 方 起 作用 。 
定理 如 果 互 是 Lie 群 如 的 正则 子 流 形 ,而 且 作 为 抽象 群 逢 
待 时 是 人 的 子 群 ; 剧 吾 是 全 的 Lie 子 群 。 
证 明 把 五 的 运算 和， ha)—> hfs, 一 hi 当 作 上 映射 五 关 五 
-> 五 ,五 全 五 ; 只 要 襄 朋 这 种 映射 是 0”- 映 庙 就 行 了 。 映射 (au, Rha) 
hh 便 吾 X 互 一 好 X 人 > 他 的 映射 
(hss jj 
相 糙 合 , 所 以 五 x 瑟 ->G 是 这 样 的 0"- 觅 射 ,其 碑 依 落 在 正则 子 流 
形 刀 中。 因此 , 上 映射 吾 X 瑟 > 昌 电 是 0~- 性 的 (第 了 章 §6:4)。 
对 于 加 > 和 i! 的 襄 法 ,可 以 同样 古旧 。 证 些 
渤 估 1 在 上 上 束 稍 吏 下 , 开 是 G 的 天 集 。 天 为 , 当 百 之 点 列 {hj 收 乱 于 
好 的 元 素 9 有 时; 雪上 在 站 内 是 Caushy 数列 ,因此 ,世相 下 内 也 是 auehy 数 
列 。 另 一 方面 , 在 1 之 各 点 二 具有 含 致 窗 性 并 包 的 邻 域 。 所 以 {hi} 是 收 伍 ， 
所 的 元 素 。 反 之 ;于 的 Tie 子 群 是 正 划 的 子 流 形 ( 证 明 从 咯 ) 。 
注 震 2 Lie 群 G (作为 抽象 群 看 待 ) 的 子 群 为 吾 ， G 之 单位 证 素 。 的 充 


入 2 芝 2 齐 Lie 群 

分 小 分 域 0 和 除 e 以 外 和 直流 有 其 他 共 间 元 沫 时 ,和 藉 H 侍 6 的 闹 散 子 群 ;或 者 

把 它 当 向 人 0 条 的 ) Laie 了 于 群 。 
注 营 3 对 于 Lie 烙 G (作为 抽象 群 看 待 ) 的 子 税 五 , 葵 平 - -个 0- 流 形 


”和 构 焉 ,使 它 成 为 Lie 子 群 , 这 方法 不 是 唯一 的 。 但 在 以 后 将 提 到 , 当 答 予 巡 通 


的 0~- 流 形 构造 时 , 构成 Lie 子 群 的 方法 却 最 多 只 有 一 种 。 不 连通 的 Lis 子 
群 是 一 种 “ 涉 或 就 的 “ 酉 念 , 只 有 巡 通 的 Lie 子 匀 地 值得 加 以 研究 ， 得 由 前 剧 
要 顾及 定义 的 一 般 化 。 

4， 男 定 和 群 (或 均等 群 ) 

”为 了 获得 Lie 子 群 的 实例 , 首先 讨论 固定 群 。 设 Lie 群 从 在 
0™~- 流 形 开 左 方 起 作用 。 对 于 下 的 点 9 | | 

， H,= {8E Gap=p} 

显然 是 马 的 并 集 , 而且 符 4 作为 抽象 群 看 待 时 , 是 它 的 子 硅 。 这 
个 瑟 , 称 为 点 了 的 固定 群 或 均 逢 群 (isotropy- group)。 

定理 点 jp 之 固定 群 右 , 是 对 的 正 旭 子 访 形 。( 从 而 , 根据 * 
8 二 .1 关于 其 Cr” 流 形 构造 ; 五 , 是 他 的 Lie 子 攻 。) 昌 

栈 明 ”对 于 过 知 的 9EQ, 0~- 陕 射 9->G 以 

: Ld)—g 各 全 | 

来 定义 。 而 使 SG >M 的 0” 喘 射 0 以 
d=ap (GE 

来 定义 。 最 后 ,对 于 已 知 的 9E€EG, 症 于 -> 及 的 Ce- 映射 以 
的 一 gg (gE My 

来 定义 那么 ,得 到 ， 

“go 了 一 机 08 
事实 上 , bootey 一 9 (ga) 一 tgo)p 一 9*9(0) 一 Rc9(g)。， 因 地 ,车 
取 映 射 的 微分 ,就 有 : 

(G0) os° Gg) a = (AR) sp C40), . 


雪 ”和 解 术 的 上 ie 辞 避 在 复 解 析 交 族 形 卉 左 方 起 复 解 析 的 作用 时 ， 则 型 上 一 点 


` 的 固定 群 同样 是 6 的 (各 朋 术 的 ) 正则 子 洪 形 。 
邮 


到 
[i 


中 wi 
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但 因 五 与 忆 从 别 是 @G 和 好 的 C=- 变 换 , 所 以 它们 的 夯 数 行列 式 
在 枉 何 点 上 都 不 等 于 0. 这 就 是 说 , (40)yoo (35)。 之 秩 等 于 (49), 
的 秩 ，(9Ry)voo (40)。 之 秩 芍 于 (99), 的 鞭 。 因 此 ，(40)w 和 (dg)。 

是 辐 秩 的 。 亦 部 吧 之 秩 在 上 上 的 性 何 一 点 都 是 定 值 。 根 据 第 1 
章 46.5 知道, 满足 9(4) 一 p 的 aEQ 所 租 戌 的 和 集 瑟 , 是 G 的 正则 


子 流 形 。 


注 党 下 Lie 群 6 在 0~ 流 形 了 ,Ms 左 方 起 作用 ,点 prE Mi 一 1, 区 
的 固定 群 汐 Hp, 和 五 ,,y 则 好 明显 地 通过 形式 (a, {qi 40) ) 一 (aqiy ada) 
(EE 1 在 1 开 3 天 沁 起 作用 ,) 而 且 点 {fy 2a) E MI X 型 5 


的 国 征 千古 Hp, 站 芋 ,,， 


§ 到 十 站 的 粮 性 群 


I， 特 丈 夸 性 群 SL(n, RR}), SL(n, ) 
GL(n, RR) 对 实数 体 瑟 起 如 下 的 作用 : 对 于 AEQLn, RB) 和 和 
Ch, 了 4d-w= (det Az， =1 构图 定 群 是 


SILn, RY—{AEGL(n, RY; 


det A=1}, 


由 $38 知道, SL(n, BB) 是 GL(n, RB) 之 阴 子 群 , 而 且 是 正 惠 的 子 
流 形 ,所 以 是 Lie 子 群 。 这 个 属 称 为 “次 的 实 特 殊 境 性 群 (teal 
Special linear group of depree n}) 。 间 样 ， GD CO 之 Lie 子 群 


SL(n, OO =1AE0GLin, 0:; 


dar 4 =1) 


称 为 由 次 的 复 特 冻 烽 性 群 (eomplex special Jinear groap) 。 


(WL (二 是 复 解 析 的 Lie 群 。) 


2， 使 已 知 的 双 态 性 形式 不 变 的 不 性 变换 氛 成 的 Zie 子 群 


由 复 煞 站 阶 竹 障 疼 一 (8 租 成 位 ， 


(wy! 是 复 变 数 ) 的 双 簇 性 形式 


K (g, 9) 一 允 有 


假 允 由 4 GLn, O) 所 成 的 塘 性 变换 


Ty, 


pr 


0 (a 和 ， y") . 


(2.1) 


EE er dd er a er re 
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一 -Yo 和 (4-(a)) (2.2%) 
使 严 避 , 急 变 戌 

L(%, y) 一 乞 lr, 天 一 人， 
忧 进 法 计算 时 ,得 到 
-一 
水 序 四 
了 一 机 -及 .4 44 表示 半 的 转 辟 竹 阵 )。 ‘12.8) 
这 是 系数 之 变换 法 则 。 这 时 , 如果 二 二 成立， 出 称 变换 (12.2) 
丁 双 矿 性 形式 (12.1) 不 变 。 熏 (12.1) 不 变 的 所 有 灵性 变 挽 之 至 体 
认 成 站 
G(RE)— {AEQL(n, 0); AK AK}, 

显然 , G8( 五 ) 是 GLln, 0) 的 图 子 集 。 和 如 把 %* 阶 的 复数 短 障 之 全 体 
记 碟 gtktny 0); 出 因 它 是 实数 体 上 的 2 杂 和 的 向 量 实 并, 国 而 是 


C=- 流 形 。 对 于 4EGFfn, 0 中 和 下 Egin, 0), 使 (12.3) 的 和.“ 


它 对 应 ,容易 知道 GL{n, 0) 是 在 Ql(n, 0) 右 方 起 作用 的 。 就 整个 


姥 性 变 挽 群 (12.23) 而 论 , LK) 是 攻 的 圈定 群 ,因而 是 GZny 0) 


的 Lie 子 群 。G (及 ) 是 复 解 析 的 Lie 群 。 
”其 次 , 暂 不 考 虐 双 秋 性 形式 (12.1) 而 让 我 们 考 丰 并 元 的 双 拉 
性 形式 


K(%, 从 = 名 22 ( 旷 是 销 的 共 地 复数 ) ， ; 《2.4) 


由 变数 的 线性 变换 (12- 2) ， 设 (12. a 


M (2, Y) 一 字 2 2 一 — mg) 2 
则 并 是 由 
M—'AK4, A4= (a3) (12.8) 
的 从 这 式 看 出 ， GL 在 altn, 0) 右 方 于 灶 起 作用 ， Ek 
画 定 群 从 


GKE)-{AEGLn, OO ;HARASKR}. 


$T3 十 暴 的 楼 性 群 ”| .| 
因而 , (KK) 出 是 GLin, On 的 Lie 子 群 。 但 G,(K) 不 是 复 解析 
8 群 - 

必 委 同样 地 ,对 于 久 次 的 实数 短 障 之 妆 体 dfn BD， 按照 
(12.3), GLK(w, RR) 在 它 右 广 起 作用 (4€ GIn, BR), K€ ol(n, B)). 
这 时 ,五 的 固定 群 

TKR)={AEGLn, ER); ‘TAK A=EK} 
是 好 上 Lin, 卫 ) 的 上 Lie 了 于 群 ， 

3. 利 交 群 , 单 式 ( 郴 ) 媳 ， 有 科 交 ( 辛 ) 群 

在 12.2 内 把 单位 算 陈 当 作 下, 因此 得 出 的 (了), CD， 
G (1 分别 写成 Ci 0)，5 (各 Ofn) : 

Om; oO-T4EGLe 0): 144 一 了 萝 为 4 次 的 复 讲 交 烽 
《oomplex 0rthogonal group) (和 揽 和 解析 有 的 ) 。 
D4EGLGm, OV; 144=7} 称 为 如 次 的 单 式 群 (ani- 
tary group)e 

OW = {4E GLtn, BB);'44 一 了 称 为 次 的 实 曾 交 铬 (或 
单 称 站 王 群 real orthoronalk group) 。 

洪 次 , 当 % 是 候 数 即 % 一 2m 时 ， 把 双亲 性 形式 > Ki 
一 各 4 和 0) 所 对 应 的 短 障 


J 一 (_0， 加 ), 是 澡 阶 的 单位 短 卫 


取 作 开 . 同时 ,把 G( 站 ,Gen() 分 别 写 臣 So(ot, 0) 和 Sp(m, 局)， 

序 , | 

。 So 0) 一 {4EGLGm, 0); 14J4 二 J} ( 复 解析 的 )、 
s,m, RY = {AEGL (Dm, RY;+AT A=.7) 


“分 别称 为 m 次 的 复 妊 交 群 (complex sympledtic group) 及 实 融 


BEBE (real symplectic groupy 。 
以 上 押 强 的 攻 近 是 因 穹 群 , 因 而 的 交 上 全 是 国 写 际 。 作 


要 ， 
~“ 


业 
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为 例 放 , 举 出 如 下 的 群 。 | 

SU {wm) dL, 0 门厅 fn 次 特殊 单 涉 群 (special uni- 
“tary gzOuP) ， 

SO 0) -SEO 00 O… 妊 次 特殊 复 直 交 赂 (spe- 
cigl-complex orthogonal group) 《〈 复 解析 的 )， 

SO 一 SL 站 0(n) … 次 特殊 实 厦 交 群 (special 
(real) orthogonal grOUuD) 、 

S,(m) 一 (2mm) NS Cm, 0) … 细 次 用 交 鲜 (或 单 式 匀 变 群 ) 
‘(sympleotic griup or unitary symplectic gronp), 


4. Lorent% 竹 . - - . 
当天 人, 念 的 形式 是 oagi 士 … 廿 or 一 os 一 一 age 时 ， 
称 Gon(K) 是 异性 指数 (r, n 一 7) 的 Lorentz 群 。 在 相对 性 理 巷 
中 出 现 的 Lorentz 群 是 ”= 4, 7 一 8 的 情况 。 ~ 
者， 吾 密 性 与 速 通 性 


Um) ， SU (Cw) Sm 是 gm CO) 或 和 (2m，O) 之 有 界 并 集 ， 
-因此 是 私密 的 。0O(w) ,SO(n) 是 ga 尺 ) 之 有 界 于 人 策 , 所 以 也 是 
”致密 的 。 此 外 ,各 SL(n, 中 和 SO(n,.O) 舌 有 购 不 是 我 密 的 。 
在 上 述 各 种 群 中 ,不 连 通 的 只 有 GL, RBR), DO) On 人 0 
以 及 Lorentz 群 ,其 他 的 者 是 连通 的 。 这 里 证 明 从 略 。 


.有 起 Lie 环 ， 各 


1、 左 侧 不 变 的 向 是 场 , Maurer_Oartan 的 微 寻 形式 
由 Lie 群 如 的 元 鞠 4 所 定义 的 昌之 和 -变换 2>oz 慨 反 
erod 分 询 记 以 上, 和 BB  。 这 些 变换 称 为 G 的 左 或 右 平 行 移动 。 
在 9 上 定义 的 向 量 场 4, 对 于 各 4， BEG 满 是 -> 

CFA 一 人 
时 ,就 称 A 为 在 全 不 变 的 。 风疹 可 粹 定义 古 加 个 变 的 风量 渐 。 【站 


， 鲁 


tw 
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左 侧 和 右 侧 都 未 变 时 ， 就 称 为 两 和 侧 不 楼,) 其 次 ， 在 G 上 定义 的 由 
局 分 形式 ,对 于 各 4 ,8EG 满足 
生 - DO Lo- -1 en 


时 人 , 称 @ 为 左 侧 不 变 的 。 同 样 ,对 于 一 般 张 量 岂 之 左 , 厂 侧 不 变 


”性 也 可 作出 规定 。 特 血 ， 左 制 不 变 的 Pfaff 形式 叫做 项 aUrer- 


Cartan 的 微分 形式 。 如 果 互 1, …, 节 , 是 左 便 不 变 的 向 量 场 ,0 
是 了 疾 左 侧 不 变 妈 外 微分 形式 , 则 人 上 的 画 数 
l wR “+*, 是 


是 定数 ,实际 上 ,aE 时 


wa (Ki) ay 7 Ee)e) = (BL (oo)) LE oy (下 
=%e (dL, (Xi) a Ge 
一 [De(( 玉 1 ey，【 广 ne) 
= 一 定数 。 
学 之 单位 元 素 。 处 的 切 疝 量 空间 了 一 了 。(G), 对 于 工 ,的 任 
意 元 素 互 , 有 左 侧 不 变 的 癌 量 志 4 存在 ,使 4e= 支 .这样 的 4 是 
唯一 的 。 事 实 上 , 这 就 是 求 4 一 4 工 革 (s€ 4)。 如果 把 左 侧 丰 变 
的 向 量 声 之 双 体 写作 8, 明显 地 g 是 实数 体 召 上 的 癌 量 空间 〈 因 
为 由 44, BE9, 可 扒 得 4 十 BEQg 和 %》*4E4(% 是 实数 }) ,上述 的 映 
射 也 >4 是 由 了 了 投 于 8 上 的 一 对 一 之 和 性 映射 , 因此 ,9 之 厅 数 
等 于 的 半数 。 上 述 映 射 一 4 称 艇 由 了。 投 于 9 上 的 标准 同 板 


. 鼎 射 。 同 样 可 以 撕 蛤 ,由 了 ,之 对 避 向 量 空间 TP: 投向 由 Maurer- 


Cartan 的 微分 形式 之 至 体 所 成 的 向 量 空 间 8* 上 的 标准 同 裤 
对 于 En 下 Eg, 定数 (XY) 等 于 we( 玉 因此 ;从 TT。 和 
T* 之 对 惕 性 ;知道 9' 和 9 是 互 为 对 损 的 向 最 空间 。 

注意 ”如果 避 是 复 解 析 的 Lie 潍 ! 则 4 是 复数 依 上 的 向 量 实 间 。 
”和 也 可 以 肌 万, 对 陡 各 aE 呈 ,满足 ra soPa， 


aa 
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2 ，Lie 环 

定理 1 5 和 9g' 之 元 素 具 有 人 一 性 。 

栈 明 ”由 于 性 质 一 样 ,因此 只 要 对 外 证明 妇 剖 ,条 wEv， 
关于 e 周转 的 局 部 坐标 系 (2 (坐标 邻 域 门 , 改 Q= 了 aoyadoi， 
当 a 周 图 的 局 部 华 标 有 (2) (坐标 邻 域 a 下} 由 

, . Pas) ~ tp), bEF 

规定 时 ,关于 这 一 些 标 系 ,在 4 之 周 图 %= 卫 wz)dwt、 因 此 , 只 要 
说 明 在 6 周 图 (2) 是 0~- 丽 数 就 可 以 了 。e 关于 (4 之 坐标 庙 为 
(0,…, 0)， 关 于 坐标 系 (2) ,防风 和 (为 坐标 的 二 点 惟 为 电 与 
c， 当 8, 充分 地 接近 于 .e 时 ,0cE 六 。wi(80) = 是 (81; 
9 的 0"- 责 数 。 因 为 Dol9) 一 Be, 所 及 (45), 之 短 随 是 
(Dt / Oy) zy， 异国 Los 一 ce 四 凡 [e001) 50 二 pi (2)， 天 : 

ai{O) 一 之 pi (WV) ow) . 

由 对 外 人) 是 0"- 画 数 ， 且 det p18) 0, 所 以 qelw) 也 是 过 面 
数 ， : : 证 毕 
为 了 说 明 互 , 了 Eee 时 ,其 交换 子 积 [ 瑟 , 了 1E 9g, 歼 作 以 下 的 
准备 。 | . : 

定理 % 息 开 ,站 是 CO 流 形 , 了 是 由 站 抽 向 廊 中 的 0~ 耻 

射 ,41 与 4&3 是 对 填 的 0O"- 向 量 场 ,Bi 与 Bs 是 困 . 上 的 C” 向量 
， 场 。 如 果 对 于 各 点 PE 民有 有 
(QF) ,Aw— Bs (g=F(p)), i21,2 
成 站 (说 时 写 人 2 了) 和 二 BB), 出 
(GF {A1, 4s1 =[B,, Ba]. i 
旺 明 ”在 2, 4 的 周 图 取 局 部 华 标 系 (2) ，(W) ,性 
A P0060r, Bi Pdi (tit, 2), 


则 Ra Gl, 2). 


， & 13 Fie 环 3 人 
由 简单 计算 ,得 . 
Ea Br 0 和 oy 
(人 )- FP 
这 就 是 : 
z (GP) LAss 441 =[B,, Ba. 证 学” 
由 于 XEg 和 qu(Z)= 旦 (CEG) 是 等 价 的 ,所 以 ,如果 
吾 ; 了 EQ 出 
AL) LX, F1= [aLe(X), aL,(F)]— LF, Y], 
“这 就 是 如 [Y, ZEs， 


根据 以 上 襄 明 , g 不 但 是 实数 体 上 的 向 量 空间 ， 而 且 对 于 
”了 革 ,了 Eg, 具有 交换 子 积 的 运算 [X,Y1， 

定理 3 识 了 ,了 ,ZZ 是 8 的 任意 元 来 , a, 8 是 任意 实数 , 则 
(1 [aX4B 了 ,2]=a[ 玉 ,2j 十 8 [VF, 2 【〈 左 分 配 律 ) ; 

‘2) [2, AY =a[Z, 玉 ] 十 8LZ, 了] ( 右 分 配 律 ); 


3) [ 开 , X]= ( 祝 零 律 ) ; 
(4) [Ff 广 ， 1, Zl 2], XI +[[EZ, F], FI=0 
， acobi 罕 ) 

成 立 。 


的 明 ” 利用 第 工 章 , 8 了 .6 提 到 过 的 公式 就 明 后 。 

系 “如 开 , 了 E8, 旭 [ 工 , 了] = 一 上 FF，R ( 皮 称 性 )。 

鲜明 ”由 0 二 [ 议 寺 了 ,了 寺 了 一 [1+[Y ,Yl+[X,F] 
十 [F, 下 ], 得 [了 ,了 -+[Y 了 , 六] 一 0, z : 证 毕 

”定义 对 于 实数 体 互 上 的 向 量 安 间 五 , 现 定 召 内 元 素 瑟 , 了 了 

之 积 [ 蕊 ,了 ]E 也 这 项 积 如 满 吓 上 壕 往 质 (1)~ (省 , 则 称 也 是 至 

上 的 Lie 环 9 (Lie 环 是 lie algebra 之 齐名 , 如 译作 Lie 代数 或 


各 可 以 窑 至 同样 地 规定 得 的 体 忆 上 的 世 is 环 。 如 帅 局 是 复 解 析 的 Die 蔷 ， 则 
是 复 烤 伍 上 的 Lie E 7 


二 之 基 庭 ,由 
入 
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ai 


脏 还 确切 一 些 ,但 根据 习 司 仿 用 Die 评 这 一 省 词 )。 
用 了 站 个 名 前 ， 我 们 就 可 以 说 ,-Q 的 交换 子 积 在 实数 体 上 租 斌 
[Lae 3 ， 称 9 是 Lie 群 人 的 Eie 环 。 以 | 和 1 ， 相 n ff 136 于 


LX Xi POVXs (Ls, < 
,规定 的 书 个 实数 05, 血 为 如 关 于 基底 (Xi) 的 构造 常数 。 由 定理 


中 之 (办 以 及 系 交 省， 


{ :一 上 0 {特别 05 一 站) (1 7 Ean) 
DS) OROF TOR OBRT ORON) =0 Qi, jb, In) 
成 立 。 反 之 , 当 0%. 满 足迹 些 条 件 时 , 在 蕉 向 量 安 购 加 (RR 上 的 ) 
上 就 规定 了 积 ,使 得 豆 构成 Lie 环 ， O04 就 是 它 的 构造 常数 .事实 
上 ,以 全 1，…， 玉 ， 作为 吾 之 任意 基底 ,对 于 加 的 元素 卫 一 了 EX， 
= -之 全 生 和 以 
[XX, 了] 一 Bevo x, 
容易 知道 ， {了 ~ (和 是 成 立 的 ,而 且 [Xi 下 站 一 了 CE。 
取 和 二 1 本 作为 之 Lia 环 和 的 基 诬 ,关于 这 个 基底 ,其 
构造 常数 设 汶 Cap 取信 之 革 属 or oa, 使 
of)=0 过 生计 了 二 向 
(Co 是 《有 的 对 情 基 许 。 由 于 57。 和 外 徽 牙 台 之 可 换 性 ， 故 
co 荐 左 侧 不 变 的 。 因 此 ,加 以 (dw) Yi [ooieA (welYjz 是 
实数 ) , 吊 在 9 上 汉 处 都 有 
do yey A oo 


” 成立 。 斌 确定 系数 ys ， 由 第 1 章 7.7， 


dei (Xs, Ea) —B FF) Ke) wi(LX,, TH)| 


一 一 地 wo {DD 吕 放 到 由 一 一 3 OF? 


8 29 DLie 环 : | 
因此 只 On 一 Ou 就 得 到 
dt — -神学 Oi A ct, 
于 是 有 Ynw 一 一 0 位 二 间 ,因而 
z do 一 A 和 oo。 
号 .对 应 于 Lie 子 群 的 Lie 子 环 
没 Lie 群 人 含有 Lie 子 群 五 ,G 与 瓦 之 Lie 环 各 为 和 8. 是 
由 瑟 授 于 台中 的 恒 等 映射 ,对 于 不 E0， 因 有 三 ET)CTe(Gn 
【 切 向 量 襟 凡 ) , 所 以 存在 了 Eg 使 了 ,一 了 。。， 量 然 ,了 E58 是 唯一 
确定 的 。 使 了 Eg 对 应 于 际 E1 的 映射 写成 如 :599, 则 容易 知 
道 ,p 是 由 接 于 g 中 的 线性 映射 , 而 且 是 一 对 一 的 。 因 此 ， 
go( 互 ) 一 了 意味 着 
(4 下 = 了 (记号 意义 与 $18.2, 定理 2 中 的 相同 ) 。 
所 以 对 于 Xi,， XsE6， 有 
PSF]) = [Lp (Ei), $CX3)] 
成 立 。 从 而 Z 5) 是 gr 之 子 问 量 安阳 ,而 且 成 立 着 : 
如 果子, 了 aE p66), 风 [了 y, 了 2s] € 9 (9)。 
在 一 般 情况 下 ,有 如 下 的 定义 。 
定义 实数 体 上 之 Lie 环 吾 的 子 集 忆 称 为 吾 的 Lie 子 环 
(或 简称 为 子 环 ) ;这 意味 着 
(1) 五 是 百 的 子 向 量 安 间 : 加 全 ,YEN, 草 aX 二 BYE8 
(a, 6 是 实数 ) 9， | 
(2) 下 关于 霓 法 【 瑟 , 这] 是 关闭 的 : 如 卫 ,， 了 EF， 则 
[X,YlER. z 
(因此 ?了 在 乘法 [了 ,了 ] 运算 下 ,构成 Lie 环 。) 
使 用 这 种 及 法 , 就 可 以 说 6 因 y 丽 一 对 一 地 映射 于 g 之 子 环 
乱 ”村 于 复数 体 上 前 上 ie 耳 丽 并) 剧 们 ) 内 的 和 8 是 复 赵 。 


J 


的 彰 3 章 Lie 群 
多 (0 上。 国 此 ,5 的 元 素 和 040 的 元 党 在 映射 np 之 下 着 做 是 同一 
壬 , 部 . 
h={XEg;: SAETAN)} 一 区 站 站。 
6 称 为 对 应 于 互 的 之 子 环 。 
注 莫 、 杂 有 实数 体 上 网 Lie 环 百 ) 下 以 及 由 五 授 于 玉 中 的 映射 9. 称 
VP 是 出 瑟 措 向 五 中 的 同 凌 映 射 , 意 指 
(了 多 是 线性 申 笛 ， . 
《3 亲王 Fn 之 首 元 麻 入 和 94 PLL TY Xo = | 4 Pin) ,| 
是 满足 的 ; 如 果 同 术 有 映射 悬 由 召 投 同 上 上 的 一 对 一 虎 射 ， 则 称 # 是 同 构 映 
射 。 和 如果 互 与 五 并 有 局 移 映 射 存 在 , 则 写 Pssj 并 称 妃 和 五 同 构 。 上 议 
的 碍 与 w( 多 是 癌 构 的 y 《容易 知 遵 ， 由 左 侧 不 变 的 向 量 场 定义 的 Tie 环 和 由 
布 倒 直 七 的 疝 量 如 定 关 的 菩 e 环 是 网 的 的 0 由 各 数 体 上 的 Lre 环 五 1: 和 和 % 
所 成 的 直 积 (或 称 直 和 ) 五 xx 加 是 集 {CXay Xa)i Eh XoE Rr} 通过 
到 委 (9 长 a) 十 (1 3) = [1 9 9 
[Ly 总 【LE13 卫 轩 = 【[ 总 1 了 1] [和 位 3y 了 3 在 这 焦 小 定 穴 了 一 个 Le 
环 。 容 昂 知 遂 Lie 群生; 与 下 之 直 积 人 区 个 的 Lie 评 种 寺 1 Ln Eh ft 
与 Gs 之 Lie 环 gz 所 成 的 走 积 是 同 构 的 。 ~ 
、 ”县 .对 应 于 Lie 子 环 的 连通 Lie 子 群 
在 Lie 群 如 内 ,含有 单 征 区 素 的 连 通 况 分 写 刻 Ga ， 出 于 对 是 
- 流 形 , 所 以 6 是 全 的 开 子 流 形 。 容 易 知道 , 6 是 G 的 子 群 。 从 
此 推 得 0 是 所 的 Lis 子 人 嫩 ( 因 为 全 是 全 的 正则 子 流 形 )。 更 因 
G6? 和 合 的 闪 数 相 同 ,所 惨 对 应 于 全 的 人 之 Lie 8 的 于 于 是 9， 
”从 全 之 连通 性 知道 , 在 会 ?上 第 二 可 数 性 公理 是 万 立 的 镶 。 因 此 
G? 内 的 鱼 何 一 个 连通 子 流 形 都 满足 第 二 可 数 怪 公理 (第 1 章 ， 
§ 8.8) 。 现 识 g 之 子 环 1 的 杂 数 竹子"。G 的 了 准 牙 布 中 定义 如 
下 :能 工 ;，…， 天 是 日 的 基 雇 ,由 (二 ( 瑟 ) 保底 的 和) 
之 了 杂 子 空间 认 作 里,，( 容 易 角 白 , 嘻 不 傅 硝 于 基底 已 1 下， 


好 


各 ”因为 色 是 出 单位 元 来 之 部 场 作 皮 的 ,所 点 宕 基 由 与 之 开 第 阅 且 的 可 数 个 
第 之 和 和 租 成 秽 。: 
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的 取 法 。) 和 由 于 玉 1,…, 下 ,在 4 之 周 图 构成 兰 的 基底 , 所 以 驶 是 
0~- 和 分 布 , 而 且 出 于 [ 瑟 ，2Xi] 是 互 ;，…， 大， 的 辜 性 精 合 式 ( 条 数 
是 常数 ) ,因此 吐 是 对 合 的 。 庚 通过 。 的 明之 极 大 积 修 流 形 为 五 。 
五 是 速 通 的 ,所 以 豆 一 G, 从 而 五 满足 第 二 可 数 性 公理 。 为 了 要 
证 财 互 是 他 之 子 群 ,需要 用 如 下 的 引 理 。 

引 理 负 了 是 Cr- 流 形 型 之 Cr 变换 , 好 .是 弄 上 对 合 的 


2 分布 。 当 NH 下 加 二 


= 0, 人 一 大 到 
定 尽 时 ,对 于 由 之 任 和 最 大 吕 人 ,fF(H) 蚌 轩 之 极 大 积分 
流 形 。 从 丽 1 了 是 使 严 一 六 丈 的 CC 一同 么 映射 。 
征明 ” 差 夏 和 多 是 和 了 明 的 。 . 
这 个 引 理 应 用 于 M 一 9 和 R: a ,了 二 上 


肝 , 刷 由 dA) 二 福 |1， 而 有 (dD) = ip a, DEQG). 因 旦 , 泊 


和 如其 一 教 的 。L。 只 是 一 种 漠 换 ; 它 使 如 之 极 大 积分 流 形 相 鼎 
撑 独 。 特 别 当 zsE 玉 时, 肌 有 ,al 了 HH) 3e, 因而 有 工 -:( 瑟 ) = 已， 
这 就 是 褒 , 对 于 训 之 各 沈 素 4 和 5, 有 a-8€ 五 , 昌 是 分 (作为 抽 


.过 嫩 看 街 ) 的 子 群 。. 


把 使 互 x 太 _>H 的 映射 (4, 全 -5 看 敌 是 0~- 陕 射 HHXHH 
一 G x6 一人 时 ， 出 由 第 1 章 S$8.8 之 定理 2 知 ，(z， po 是 使 


有 XH HH 的 0 要 映 和 财 。 同样 , 吾 3e->a-iE 瑟 也 是 Ge- 映射 。 


四 志 , 环 是 对 的 Lie 子 群 。 对 看 于 匡 的 9 之 于 坏 是 
{XEq; XE Tett) = {Re (+, 
这 和 起 初 的 5 是 一 至 的 。 瑟 称 为 对 应 于 了 的 连通 Lie 子 群 - 《 殿 
他 的 极 大 积分 流 形 具有 和 如 [( 瑟 ) = 如 这 样 的 形式 。) 
反之 ,级 五 是 他 的 7 维 束 通 Lie 子 群 ,在 8d13.3 之 意 尽 下 ， 
识 对 应 于 天 税 4 之 子 环 为 了。 由 8 如 上 面 所 泪 的 那样 作出 对 应 于 
它 的 连通 Lie 群 于 '"， 下 面 就 染 说 朋 二 "和 和 吾 是 一 救 的 。 


mht pi rT "PH HH id Ne Or 


1 I 
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首先 ,如 上 面 所 洲 的 那样 ,由 9 作出 7 弘 的 分 布 慌 ,对 于 哇 , 吾 
是 它 的 厅 积 分 流 江 ,而 且 通 过 。。 根 据 娘 ' 之 定义 知 互 二 于。 因 


此 ， 也 是 本 的 开 子 洲 形 。 再 由 好 和 易 知 道 e 在 五 


内 之 任意 邻 域 租 成 吾 "， 于 是 豆 '-: 
由 此 看 来 ， 站 ;他 的 连通 Lie 子 群 和 9 的 子 环 
之 间 形 成 一 一 对 应 的 美 系 。 因 此 , 对 于 连通 Lie 子 群 吾 :, 如果 有 


]ie 子 环 色 入 一 1 2) 和 家 对 应 ; 上 瑟 C 二 Hs 和 加 性 hs 是 等 价 的 。 


得 加 染 1s, 1 距 兢 为 天; 的 Lie 和子 群 (第 划 §8.7, 81, 
尾 天 有 ~ 

定理 Lie 群 全 的 如 通 |ie 子 群 总 : 与 Hs, 和 如果 作为 集 看 待 
有 时 和 古 一 至 的 ,如 它 们 的 C=- 流 形 构 造 也 是 一 致 的 。 

gC 积 丰 上 Li 六) 的 Lie 环 

识 休 =-CLin, 0)， coEH to 是 入 陈 ) 之 元 素 寻 专 为 ji! 5 从 哆 
实数 部 分 各 谱 数 部 笋 ,写作 2 一 作 和 二 go) 和 组 成 了 好 
的 局 部 华 标 迎 。 以 下 就 在 这 种 局 部 坐标 系 之 下 车 虎 向 最 的 支 最 。 
处 于 Ga 的 项 疝 量 二 之 支 量 坊 沪 1azy， Bp) ;个 复数 (oy 十 怨 wy) 昨 


”做 荆 之 复 支 量 9 。 工 之 复 去 量 可 议 看 做 是 复数 的 多 阶 短 绰 。 特 别 


当 瑟 属于 分 的 Lis 环 4 时 , 五 。 之 复 支 量 4。 是 以 画 数 为 元 素 的 
和 矩阵。 由 下 .之 左 侧 不 变性 ;得 
由. 一 Gd 
事实 上 , 关于 上 述 局 部 坐标 系 , 左 全 奉行 移动 5 可 以 才 示 为 继 性 
变换 ,因此 


办 临 


3 A,— IT 一 4， , 
由 于 4。 是 以 G9 上 的 0” 一 丽 数 (复数 值 的 丙 数 ) 作 为 元 来 的 炬 障 , 对 
于 它 , 如 施 以 王 E 6( 对 子 短 障 的 元 来 ,其 实数 部 分 与 虚数 部 分 要 分 


稻 也 就 是 襄 ; 以 6L tn 0) 作为 复 解 析 的 Lie 苛 , 关 于 旭 上 (4, 0) 上 的 局 部 重 标 
条 (#47) , 工 之 支 是 称 襄 吉 的 复 支 革 岂可 上 及。 


FEF 二 
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别 对 待 ) , 期 得 到 一 个 复 短 了 泣 了 4, (第 1 童车 .只 。 和 加 把 了 ,之 复 
支 量 写成 Bo, 肥 南 了 :一 Bo 而 得 了 ,4o= Bo4e, 亦 序 画 数 之 短 
陈 区 .4 -了 (Xo) 在 cE€G 上 的 什 等 于 Bd,， 因 比 , [XY 区 ]。 
之 复 支 量 是 : 
[IX, Flro=F(Fo) -YX.0) 4,B,— BA,. 
这 就 是 褒 ，[ 玉 ,让 。 之 复 支 妊 等 于 4。B。 一 B,4,. 
对 于 XXEg, 以 中 ,之 复 到 量 4。(= (Xo0)s_o) 和 它 对 应 的 瞳 
射 显然 是 由 g 投 于 复 % 阶 短 隧 之 至 体 所 成 (在 实数 体 上 ) 的 向 量 空 
间 gi(w, O07 中 的 一 对 一 的 米 习 映射 。9 和 glln, 0 之 杂 数 相等 
(都 等 于 202) , 所 以 映射 区 ->4。 是 把 5§ 投 射 于 gitm, On 上 的 。 因 
此 , 尽 后 在 这 种 映射 下 , 9 和 gffn, 0) 税 为 是 同一 的 。 和 g 之 交 
案子 积 [ 互 , 了] 对 应 的 , 是 由 上 壕 从 4, BEglin, 的 所 作 的 
天 B 一 BA， 后 沽 写 矿 [4, B], 称 为 4 与 了 之 交换 子 积 (括号 积 ) 。 
同样 ,GIL(n, 书 ) 的 Die 环 可 以 看 成 是 交换 子 积 定义 为 [4 如] 
-4B3-B4 的 n 阶 实 短 阵 之 全 体 所 万 的 向 量 空间 fl{n, RR)， 
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1. Lie 群 的 同 访 

自 Lie 群 提 投 于 Lie 群 中 的 歇 射 下 称 为 0C~- 同 态 映 射 ， 

(或 简称 为 C*- 同 态 ) , 这 指 的 是 太 吓 O”- 屿 射 , 对 于 Ga 之 各 元 素 
ga,b; 有 也 (a5) 一 Ptq) 卫 () 艳 立 。 窒 易 知道 ,这 时 了 (ei) 一 es(e1, es 
是 Bi, Gs 内 之 单位 元 素 ), fla=8(8) 卫 昨 成 立 的 。 由 于 
(G6 是 由 下 .Ga 投向 了 (Ga) 中 的 条 性 映射 , 故 当 人 Ff 之 Lie 环 
是 fi 人 = 93) 和 肝 , 对 于 革 Eqm) 满足 (az 下 一。 的 了 和 ga 是 
唯一 确定 的 。 从 看 与 的 左 倍 不 变 性 知道 , 这 时 对 于 各 4€ 全 ， 

、 有 - 

(UP) Na YT, (=F(a)), » 


g6 第 2 束 Bie 改 
这 就 是 说 ,和 如果 用 $5.2 之 定理 2 的 记号 ,有 (9 了 ) 玉 = 了 。 称 了 是 
节 放 下 之 微分 qz 而 成 的 繁 。d 了 是 由 9 投向 ga 中 的 入 性爱 射 ， 
外 
dF (LN, Rl) = [dF (XI), dF (Xs)) 

友 立 (8 2 过 定理 外; 所 以 42 是 由 Lie 环 和 j 损 癌 1ie 环 人 中 的 
厨 坊 上 映射 
。 由 Lie 群 他 投 向 GLI(n, 0) 中 的 G-- 砚 态 映射 加, 称 为 他 由 
n 阶 答 阵 所 成 的 ( 复 ) 表现 。dz 是 由 好 之 Lie 环 g 投向 时 (mn，O) 
中 的 同 坊 映射。 一 般 , 由 Lie 环 足 投 癌 g1(n, 0) 中 的 辐 态 映射 称 
为 由 % 阶 短 障 所 成 的 表现 。 因 此 ,我 们 说 4F 是 g 的 改 现 。 

武将 表现 的 概念 舱 加 以 一 般 化 。 裔 百 为 复数 体 上 的 4 杂 向 
基 空 间 。 申 Lie 群 G 投向 G 工 (可 中 的 0”- 同 坊 有 映 射 , 称 之 为 在 


召 上 的 表现 , 玉 是 做 表现 仿 间 。 (在 屯 内 取 基 底 时 ，GZ( 召 ) 可 以 - 


看 成 是 GL(m, 0) , 所 以 ,这 项 表现 本 质 革 和 由 % 阶 短 障 所 成 的 表 
更 是 一 撞 的 。) 园 样 , 由 Lie 环 中 投向 gf( 加 (二 由 加 投 向 加 中 的 继 
性 映射 至 体 所 成 购 向 量 空 间 因 ,以 [4, Bj 一 4B 一 B4 定义 交换 子 


积 而 得 弄 的 Lie 环 。 它 和 of(n, 0) 同 构 ) 中 的 同 坊 映射 , 称 做 兄 在 


百 上 的 穴 现 。 和 如果 也 是 日 在 百 . 上 的 表现 , 册 dF 就 是 8 在 如 上 


.的 表现 。 所 请 避 与 9 由 ?内 短 阵 所 成 的 表现 , 指 的 是 它们 在 0" 上 
的 表现 ， 


Lie 群 或 [ie 环 在 实数 体 之 名 能 向量 空间 上 的 才 现 可 氢 完 全 


同样 地 定义 。 

2. 局 部 间 态 和 局 部 同 构 

所 请 出 Lie 群 各 投向 Lie 群 3 中 的 C-_ 局 部 同 态 ， 指 的 是 
由 Ga 之 单位 元 未 ee 的 锅 域 玉 投 知人 全 中 的 C0- 映射 矿 , 它 对 于 
0EV ,BEV 和 和 486EV 之 类 的 a,5, 有 了 (a0) = 玉 (q) 思 (8)。 对 于 
这 样 的 也, 和 $14.1 中 同样 地 训 以 定义 由 G 之 Lie 环 gi 投 间 Gf 


本 


所 
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之 区 环 @9 中 去 的 同 坊 d5。， 为 了 和 省 篇 概 ， 以 下 列举 定理 而 个 


“加 证 明 合 。 


定理 对 于 由 向 投向 ms 中 去 的 低 意 同 态 几 由 后 授 疝 好， 
中 的 2” 局 部 同 态 六 是 存在 的 , 且 48F 一 f， 这 样 的 了 如果 有 漆 个 
时 ,其 当 充分 地 接近 于 单位 元 素 时 ,两 者 是 一 我 的 。( 畦 加 当 人 急 是 
连通 时 ,满足 只 了 = 了 的 0" 一 同 术 了 最 多 只 有 一 个 。) 

定理 & 设 Gh 是 连通 而 且 是 单 巡 通 的 ( 朗 Ga 中 任意 的 于 曲线 
在 后 内 可 以 连 凌 地 收 粮 成 为 一 点 ) , 对 于 由 Ga 投向 Go 中 的 尾 意 

<- 局 部 同 态 如 , 有 由 人 Gi 投向 Ga 中 去 的 0~ 同 志 可 存在 ,而且 
在 Gi 的 单位 元 素 e 的 周 园 ( 郎 e 之 充分 小 邻 域内 ) 有 了 一 Fl。 

由 的 投 疝 Go 中 的 0” 局 部 同 玉 了 称 为 C -局 部 同 构 ,这 指 
的 是 , CE 是 由 gz 投 于 上 的 一 对 一 的 同志 , 即 是 自 和 投了 于 gs 上 
的 同 构 。 这 时 , e 之 充分 小 的 邻 域 六 ,由 于 五 可 以 一 对 一 地 拓扑 
映射 到 ee 的 某 一 邻 域 Fa .上 ,所 以 1! 是 由 了 投 于 及 上 的 0O”- 映 


射 。 就 是 膏 , 这 个 了 1 是 由 Ga 投向 全 中 的 0~- 局 部 同 连 。 


让 投亲 Gs 中 的 CC” 局 部 同 构 仓 在 时 , 就 称 Ci 和 Gs 是 局 
部 同 攀 的 。 由 定理 1, 3 可 知 , ea 和 Ga 成 局 部 网 构 的 必要 与 无 修 
条 性 是 qi 和 0s 同 构 。 

定理 3 起 6 是 实数 体 上 的 任意 Lie 环 《 有 限 蕉 ) , 著 么 , 以 浊 

作为 Lie 环 的 速 通 而 且 单 连通 的 Lie 群 好 是 存在 的 。 而 且 这 样 的 
G 除 同 构 外 是 唯一 确定 的 。 (g 是 复数 体 上 的 Lie 环 时 ，G 是 和 全 
析 和 网。》 

上 可 定理 证 明了 LEie 环 对 Lie 群 所 起 的 作用 。 这 就 是 说 , 当 

Lie 环 烙 定 之 后 ,Lie 枉 在 局 部 同 构 范 国 内 是 可 以 确定 的 : 
例 显然 一 准 Lie 环 H 都 是 间 构 的 。 以 6 作为 Lie 评 的 Lie 群 ,其 例 


才 ”证 明 可 内 大 者 上 L, Fontrjagin: Topological groupe (Prinoeton), 288 页 ， 
定理 76; 或 QO. Chevalley: 了 heory of Lie groupa (Princeton}, 1183 页 ,定理 3 


了 双 


9 全 9. 章 Lie 本 
是 痛 一 箱 向 量 群 ( 实 歼 和约 加 群 )》 Rl 以 及 一 从 的 图 环 凿 天 ， 下 是 彰 速 通 的 。 
Rt 和 了 T1 是 局 部 辣 交 , 得 不 是 司 构 移 。( 可 以 鞍 朋 , Bg 作为 Liea 环 的 连通 ” 


We 群 除 包 号 个 外 ， 别 雹 其 他 ( 间 构 除 千 )。 ) 
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1. 指数 映 遇 ′” - 
由 % 阶 复数 答 障 4 冠 义 阶 复数 短 阵 exp4 
exp 4 一 I 十 前 -十 竹 -+“… 《I 是 单位 短 障 )，， 
级 4 一 (stj)， maxleyl < 让 容易 知道 ， 对 于 A*= 《有 | < 六 | 所 
nt -ipt 开 侍 攻 训 7m)。 因 臣 在 范 团 |es| 过 内 ， 般 数 exzp 4 具有 
优 报 数 总 2p 看 1， 所 以 在 这 范围 内 , 般 数 ezp 4 吓 一 致 收 
人 效 的 。 因 此 , 贞 射 4-~>exp4 是 由 复 解析 空间 9g[fn, 0O) 投向 


”gr 中 中 去 的 复 艇 析 的 映射 , 畦 别 地 讲 是 0"- 映 射 。 下面 的 一 些 


性 质 是 窒 易 推 知 的 。 

(DD) 当 BEGLin, O00) ,AE m0) 时 ， oxp(B™ AB) =B-! 
lexp .41) 号 ， 

(2) dette 凶 一 explT.4A), 这 里 当 4 一 (6) 时 ,TD; 4- a 
从 而 ; exzp4 属于 GE 0)， 

(3} 如 AB=B4d, 加 expn(A4A+ BB) 一 exD A:exp Bs, 

“(有 4) expO=I, exp' — A}) = (oxwp 过) -1 
如 果 凡 exp (4) 一 Z(t)， f 为 实数 ,其 


Et 的 -GD 4 {AZO). 
因此 ， 从 这 个 微分 方程 之 解 了 (9 (初始 条 件 2(0) =D),， 可 以 定义 
ezp 一 为 exp 4 =Z{1), 

这 样 看 来 , exp 这 一 运算 是 由 91(n, CO) 扫 向 GLln, 0) 中 的 


"- 映 射 , 而 且 在 4 一 9 处 的 画 数 行列 式 不 等 于 0、 事 实 上 , 比较 


一 A 二 


$15 模 性 Die 和 群 的 上 地 证 dn 
一 exp 全 两 侧 之 元 才 : 了 一 (yy); 二 一 (yy 有 
yy 二 Sy 十 yy 十 (机 次 项 )， 
因而 ” 


OW Wi rn) 
O {P11) 13 “+ Tnn) sd 


1 0 


一 上 


人 1 
”所 以 ,在 gl(n, 0) 内 ,0 之 适当 邻 域 U, 通过 运算 exp 可 以 折 扑 哑 - 
射 镜 GI(m, 中 内 的 了 之 某 一 邻 域 上 上 {第 1 章 , 人 
凡 ， 赫 性 Lie 群 的 Lie 环 和 
GL(n, O) 的 Tie 子 攻 五 称 为 (wm 规 的 ) 绞 性 Lie 群 。 五 之 
Lie 环 9 是 9 Ww, 0) 的 子 环 , 称 为 先 性 Lie 环 。 
4z0 时 ， P 一 {exptA; 一 oo<t<o0} 作为 -个 抽象 群 看 待 
显然 是 GL(n, 0 的 子 群 。 以 下 将 说 明 上 其 实 是 GL(n, 0) 的 一 
闪 过 通 Lie 子 群 。 分 成 丙种 情况 来 讨论 。 | + 
(a) 使 expt4== 了 ,ti 关 0 的 实数 i 不 存在 的 情况 。 - 
这 时 ,了 的 元 案 ft4 和 实数 1 是 一 一 对 应 的 ,因此 可 以 使 i 
在 已 上 构成 局 部 坐标 系 , 从 而 在 卫 内 导 进 0"- 流 形 构造 。 显 然 ， 
了 是 建 通 的 Lie 群 (P 和 一 杂 的 向 量 群 下 同 构 )。 而 且 ,; 由 了 了 投向 
GL(n, 0) 中 的 恒 等 映射 :, 因 exp 4 之 各 支 量 是 t 的 C0” 一 醉 数 ,所 
以 是 吹出。 此 ,之 徽 牙 丈 在 各 点 上 具有 一 定 的 阶 数 。 实 
id) 一 4A{expt 4) 在 到处 都 不 是 0， 于 
是 PP 是 GL wn, 人 的 子 流 形 | 从 而 知道 卫 距 GL(w O) 的 连通 Lie 
子 群 。 - 
(bj 使 exp 碳 4 二 了 ,to 天 0 的 实数 加 存在 的 情况 。 
站 时 可 设 思 >>0 (得 居 , 可 以 着 处 一 )， 在 大 于 0 的 如 中 必 
有 最 小 有 风 古 存在 。.( 识 expt,4A= 一 了， 有 > 人 0， lim 上 一 电 ， 有 了 
|- (expid) | “lim (exp A 了 一人， 因而 才 一 0,， 这 了 瑟 产 
生 艺 慎 。) 这 一 最 小 的 包 ， 有 记 作 和 。 对 于 书记 元 素 expi4, 以 一 
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众 园 杯 群 了 的 元 素 cos (2wxtito) ant2mtito) 和 它 对 应, 给 易 知 
道 , 租 成 这 种 对 应 形式 的 映射 是 了 与 寻 间 【作为 抽象 群 看 待 ) 的 
同 构 机 射 。 利 用 这 个 事实 , 由 他 之 0"- 流 形 , 在 了 再 导 大 0”- 社 
形 构 造 ,那么 ,再 仿照 (@) 同样 地 进行 朗 可 。 
三 饭 如 上 还 , 是 GD 全 的 Lie 子 群 , 那么， 在 gL(n, 0) 内 
和 了 相对 应 的 Lie 子 环 又 是 什么 呢 ? 因为 了 是 一 条 的 , 所 以 和 它 
”对 应 的 子 环 也 是 一 厅 的 。 又 由 于 {exp 妞 } 是 黄 穿 卫 中 的 Ce- 曲 
线 ; ;一 0 处 的 切 向 量 , 即 以 | 车 (expt4d) | ;一 4 为 复 支 量 的 问 量 
- 是 属于 了 在 单位 元 素 处 的 急 向 量 空间 的 。 困 8 此 , 由 并 架 成 的 
al(my 0) 之 一 条 子 鹤 间 是 对 庶 于 已 的 Lie 子 环 的 。 
定理 珊 对 应 于 GI(o, 0) 的 Lie 子 群 互 的 g[(o, 0) 之 子 
环 是 b, AE qn, 0) 属 太 了 的 必要 与 充分 的 条 件 是 , {exp t4; 
«te oo} 稚 包 合 于 瑟 内 。 
枉 明 ”加 果 4E5, 其 由 .4 所 架 成 的 一 亲子 环 稚 包含 于 9 内 ， 
”其 对 应 的 连通 Lie 子 群 {exp'#4; 一 ce<t< co] 长 包含 在 和 6 相 
对 应 的 溃 通 Lie 子 释 ( 朗 豆 内 单位 元 索 之 连通 部 分 吾 ") 内 。 从 而 


世 徐 包 合 在 11 内 。 7 
反之 , 当 {exptd; 一 co<t<oo} 含 于 至 内 时 ， 分 别 考 卡 写 们 - 


所 对 应 的 Lie 子 环 ,可 得 4E38。 、 ， 证 毕 
3. 上 古典 禹 性 群 的 Lie 环 
利用 以 上 定 开 来 决定 对 应 于 吉 典 料 性 群 (3 4) 的 glin, 中 内 
之 子 环 。 正 加 把 GL 0) 之 Lie 杯 写成 al tm, 0) 一 样 , 8 tn, O01 
内 和 SL(n, 0) 粗 对 应 的 子 环 写成 5 (%, 0)， 大 有 卫 用 相应 和 的 小 号 
德 交 字母 来 表示 其 对 应 的 子 环 。 
例 夺 SFtn 0，S7tn R),  。 
4€31(n, OY 和 detiexpf4) 二 1( 一 oo<t< 0) 是 等 偷 的 。 a 
EH det exp tAdy 一 gp FIA (EEE15.1) 所 以 AEBm 0 和 .A=0 


#15 多 性 上 Lie 知 的 上 ie 环 . i014 


古 等 愉 的 。 因 志 ， - 
ny OO ={AE gn OO ;TA=0}. 
直面 有 dim SL(ny 0) 一 Qim (ns 0) =20n3— 1), 
同样 地 ， saltns R=—{4€gltny Ry;-T.A=0}, 


dim SL(ny RR} =dim Bins R= —1, 

例 吕 全 (DG,(E) ,GD (EK) ( 饮 号 脸 明 见 8 12. 芒 ， 

把 分 别 和 区 (人 分 (下 7 (EE) 相对 这 的 gl 0) 之 于 环 有 夸奖 写成 
OE) antl BRK), 4E9(E) A 

:exp sANFK (sp 8 = (3 和 0) 
是 等 价 的 。 由 于 texp s4) =exp sid 把 两 边关 于 s 微分 ,得 
tA taxp std KE (exp Ad — (exp saA)E (exp sA) A =D. 
-可 8s=0y 刚 全 Egg 之 必 夺 和 荣 忻 是 
一 1 4 下 十 下 由 一 由 
”反之 , 当 4 靖 足 上 进 条 件 时 ,可 以 证 明 GE48) 一 ezp s4E 召 (下) 。 首 先 以 
Wie) 一 3 


媒体 fg) = 全 PA ys 


:二 
= eg 再 号 (8) +ts(s) EZ ya 
-一休 十 全 (8 过， 
因此 , 由 (9) 征 这 个 兢 性 币 微 分 方程 之 尹 。 另 一 右 而 ,出 于 ‘4 十 下 4=9 ,所 
以 Uts) 三 K 也 是 它 的 解 ， 这 样 , 从 环 (0) = 下 以 及 满足 同一 初始 条 件 的 解 之 
唯一 性 , 有 世人 一 惠 人 (一 co<s<co)y 闻 丙 ( 人 一 开 ( 一 oo <s<co)。 这 就 . 
沪 昧 浅 人 (8) =expsA4EG(EKE) (一 co <s<<oo)， 于 是 
KR) = {4ENNy OO; K+KA=， 
”同样 8 (RK) A{AE TN, C0); tAR +EA=0}, 
DE) = {4E NN RE); 1d 二 二 4 一 站 
例 8 从 上 这 桔 果 得 到 下 页 的 南 (关于 备考 栏 时 的 证 有 明 ; 可 以 居民 
GO, Chevaley: Theory of Lie 总 rOPS) 。 
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审 者 ! 尖 于 [5 3 内 的 


He 环 中 导 秃 后 醒 补 这) 


莫名 着， ， 
oo 0 | oO=L4EgIOy 0); 14+Am0) | n(n-1) | 吉 剖 部 分 个 
| | Feo] (n= 
Botn, 中 一 on 0) 于 是 巡 才 
sO0n, 们 |- — | | [站 
(ot, DO) 之 元 过 称 为 复 芭 称 粘 际 ) ，| Fes] (N= 
O(n) Din = {AE An, EB); ‘d+ deo nel/ 于 注 计 共 2 个 
SO) i ----- nn | ET 各 
n= {dA€ a 0); PA i 、 
Dn 上 tao 之 元 续 称 为 反 称 Hermite 短 隐 % | 非 音速 浊 foo] 
， {BEew—Iiermitean) | 


一 2 Cs 
spns CO) | Pes Om A a Ph, 


| 

| Dn2 dn 

3ptn) ~ {AE Ql CaN DAT TA 0, 
pe | 


连通 
东单 速 台 Teo] 


i 


Bltn, CAEnltn, 0 TA=0) 人 3 一 条 


连 殖 
8 RY | sli, 有 一 [dearooy BR); TrAmOl | 2-1 如 
ee] (一 
GLin 0 | altrs CO) ET 


Gln £)} 7 


NMR) LEAS EB A bie, nn /2 


15 挤 性 Liar 妊 的 荆 刘 环 08 
注 了 =( “7 0) I=* 阶 单位 短 随 。 
泛 3 =( 可. 了) Tr 一? 阶 单位 得了; 14-r=x 一 + 阶 单位 类 了 

(0 <r 二 #8) ， 由 此 可 知 , 要 计算 人 (下) 个 (到 ) ;GOD (KR) 之 打数 , 归 舌 为 计算 

一 次 上 方程式 。 - | 


补 议 ”关于 基本 烙 (Poinearé 群 ) 
对 于 速 通 Lie 灶 GF, 作 它 的 Lie 环 9, 以 9 为 其 Lia 环 的 连通 
而 且 单 速 通 的 Lie 群 贰 为 好 , 由 企 投 向 G# 上 的 CD” 同 森 囊 是 存在 
的 , 吾 是 C=- 局 部 同 构 的 。 万 之 核 也 印 
万 二 {mE GF {ea) 一 8 二 之 单位 元 琳 )} 
是 之 表 子 车 ,可 以 证 肯 , 这 个 DD (看 作 抽 象 群 , 除 同 构 义 ) 是 不 售 
籽 了 于 休 与 了 之 取 法 和 的。 本 称 为 人 之 基本 群 (或 Poinoaré 群 )， 
记 作 姜 = mi(G) ， 容 易 知 道 , 巡 通 Lie 群 之 基本 国 必 定 是 Abal 群 ， 
而 且 是 由 有 限 个 元 素 产 生 的 。 因 此 ,基本 群 是 好 史 个 巡 迎 群 (有 败 
或 无 穷 的 ) 之 直 积 。 基 本 群 =:(9) 表示 G 的 非 单 速 通 性 9 程度。 
上 吉 备 车 栏 内 之 记号 [ 1] 表示 对 应 Lie 群 的 (或 其 单位 元 素 
之 连通 部 分 ) 基 本 群 。 也 就 是 诉 ，[ 有 ] 妾 示 阶 数 为 的 迎 迎 群 。 例 
如 说 SO(m) (wn 之 38) 之 基本 群 的 阶 数 是 2, SO(2) 及 Um) 之 基本 料 
是 [ceo], 即 为 元 宠 近 了 通 入 。 了 还 有 ; 惯性 指数 (rn 一 7) 之 [orentz 
群 的 速 通 部 分 , 其 基本 略为 不 失 一 般 性 , 取 作 0<7 拉 mw 一 7 所 全 
与 直 积 四 
mg9DUr)) x wi (SO ) 
同 构 。 因 此 , 例如 说 7 之 3, n 一 ?之 8, 则 基本 群 是 [2] x [2], 凯 阶 
数 为 2 的 两 个 好 色 群 的 直 积 。 


-i 一 一 一 一 下 二 一 二 二 
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本 章 急 ; 
生 单 许 性 , 单 闹 性 之 定义 以 及 关于 它们 的 主要 定理 , 如 Engel 定 
理 和 Lie 定理 等 。 此 外 , 还 要 介 胡 者 现 芥 的 基本 概念 -一 一 瞩 
和 烷 秆 ， 可 有 鹊 性 , 完 圣 可 物性 。 最 后 还 将 提 测 , 根据 某 种 第 涝 子 水 


(Qartan 予 环 ) 形 成 Lis 环 的 分 解 及 其 性 质 ， 作为 下 一 章 的 准备 。 


所 用 的 术语, 是 依照 书 末 所 载 的 套 考 文献 [4]。 

”但 到 生前 , 我 们 都 以 实数 体 忌 上 的 Lie 环 作为 主要 对 象 。 以 
下 , 却 要 以 复数 体 .QO 上 的 Lie 环 作为 时 渝 对 象 。 复 数 体 O .上 Lia 

环 的 许多 概念 与 性 质 , 和 实数 体 瑟 上 的 Lie 环 一 样 , 是 可 加 尽 定 

义 和 证 明 的 。 首 先 ,对 从 中 上 之 Lie 环 作 出 0 上 之 Lie 环 的 一 种 

方法 一 -新 谓 复 来 化 一 加 以 合议 。 


§ 16 ”实数 体 上 之 Lie 环 的 复 形式 - 


台 4 是 实数 体 中 上 的 4 亲 Lie 羡 。 守 号 及 +i (了 Eg， 
Y C9,t 是 盛 数 单 榨 ; 多 = 一 1) 立 公 体 所 戌 的 第 写 威风。 之 元 
索 空 十 证 与 及 地 '(X ,了 ,了 了 ',， 了 'EQ) 当 王 一下， 了 一 了 时 
称 为 相等 ,写作 下 -十 4 了 一 + 对 于 集 a*， 按 照 以 下 的 方式 
规定 其 中 的 运算 : 
(1) 复数 悦 : 对 于 AER; XY, YEYy, 
(geB) (YF+iP)= (a BP) 4iBY+aD). 
2) 加法: 对 于 ,了 ,到 '， 闻 ' 人 C9， 
(LHF)T CR HI) = (KHER)TIUT4P)., 
(3) 交换 子 积 : 对 于 于 , ,XX', 了 'E 8g,- 
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EETAY, CX) : 
— (EF, FNLY, FI)+i([F, PI+EP, FT),. 
容易 知道 ; 由 运算 (DD 和 (2) , 使 9° 成 为 复数 体 0. 上 的 向 量 实 
到, 而 由 运算 (3) , 又 使 8? 成 为 C 上 之 Fie 环 。 我 们 称 9 是 9 之 
委 业 化 ‘complerifioation) 碟 复 形式 (complex form} 在 02 的 
元 当中 ,特别 把 形式 为 下 十 i0( 荆 EQ) 的 元 素 看 成 和 9 之 元 素 也 
是 同一 的 ,大 用 三 深 记 它 。 了 还 样 , 8 成 为 9" 的 于 集 。 而且 当权 8* 
看 成 是 召 上 的 Lie 环 时 ,由 《了 ) ，(2) ，(8) 立 列 知道 ,0 成 为 0 在 
开 上 之 子 环 。g 称 做 9* 之 寞 形 (real form)。 一 般 , 诅 8 是 此 .上 之 
Lie 环 , 站 是 C 上 之 Lie 环 , 如 果 9 和 人 在 C 上 是 同 构 的 , 则 8 称 
为 条 之 实 形 。 虽说 上 上 之 Lie 环 的 复 形 \ 除 同 构 外 ) 只 可 有 一 个 ， 
但 C_ 上 之 Lie 环 的 实 形 不 一 定 存 在 。 和 如 果 存 在 , 则 可 有 二 个 以 上 
互 不 同 构 购 实 形 。 
有 上 Lie 环 4 的 下 底 Xi …, 六 也 构成 g2 在 如 上 的 基底 。 
事实 上 ,gf 之 元 沸 这 十 广 当 


点 二 > er, r= 之 ， XE (人 "TEAR) 


计 , 可 以 写成 区 十 三 = 宫 (&+6m) 芳 ， 

这 是 以 复数 为 系数 的 关于 了 1, …, 了 ; 的 廊 性 畦 合式 。 另 外 ， 
4， 在 0 .上 是 硬性 无 关 的。 因为 ， 当 坊 (Er 十 im) 一 0 

时 ;有 了 部 一 30， 因而 如 一 这 008 一 1 央 。g 和 

1 关于 基底 下，…， 瑟 , 有 同一 的 构造 常数 9, 。 所 有 的 Gy. 大 

是 实数 。 


中 上 面 所 诽 的 ， 容易 看 出 
gr=g 二 +， g 门 语 = 0}@., 


和 8T 膏 基 上 0 的 元 素 和 4 和 褒 的 元 素 iBLBER) 的 和 集 4 十 1B， 


| 
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一 般 ,占有 复数 上 之 Lie 环 ff 可 以 看 作 是 实数 体 .上 的 Lie 环 。 
如果 节 企 安 数 体 上 有 子 环 g; 匡 
=agT+ig, Nig= {0), . 

副 g 和 9 在 0 上 是 同 构 的 ， 因而 yg 是 f 的 实 形 。 复 数 体 上 的 
Lie 环 具有 实 形 的 必 丰 和 充分 的 条 人 忻 , 是 当 取 和 之 适当 的 基 首 
在 …， 于 。 时 ,所 有 的 构造 常数 都 是 实数 。 这 时 关于 如， …, 也。 
之 实 系 数 的 矿 性 精 合 式 所 成 的 答 体 9 就 是 之 实 形 。 

例 工 用 于 glfn,0) 二 gl(nyB) +iGL(nyR) ;LCn;R) ni erm) ={0} ,所 
以 9l tm, 本 是 8l54 0) 的 实 形 。 间 样 ， 9%) 是 0(n; 0) 的 实 形 ; 人 (ns R) 是 
引 ( 人 8 外 的 实 形 。 此外，0(ayC) 还 有 其 他 的 突 形 。 信 如, 由 .EE (ry Y) 一 2 
十 十 Jr 一 让 rr 一 一 华 n 作成 之 Lorentz 和 群 (§ 123.4)， 其 Dae 环 
809 (不管 + 取 何 全 ,总 是 ony0) 之 实 形 。 实际 上 ,在 复数 范围 进行 
数 变 换 把 二) 二 Y=1 和 十 一 计 和 对 一 由 十- "79) 时 ， 
有 E(w = 二 + 二 了 wy) 轩 此 ,名 ( 区 ) 之 复 形 8 (K) 二 
iD《E) ， 末 序 8( 正 ), 可 以 利用 变数 变 摸 算 陵 了 ，， 


变换 Qf) 一 Cs; 0) 而 得 到 ， . 即 tAEK) = Tion CT, 因此 ,在 0 上 9(} 和 和 
oD (ny 全 和 3。 这 了 酌 是 说 ， gf (EK) 是 日 1 和 人 一 交 形 。 


8 理 相 子 环 和 剩余 Lie 环 


C 上 的 Lie 环 5 之 子 集 0b 称 为 理想 子 环 (ideal) ,这 指 的 是 它 - 
满足 下 面 两 个 条 件 : 

(1 9 和 作为 C 上 的 向 量 空间 看 待 时 ; 是 1 的 子 空间 , 郎 三 ， 
Y Ebh;a, BEON, a TB Eb, 
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©) 如 果 四 所 1, FEg， 基 [到 ， YE {因而 [EF, 计 ] = 
一 1 , 了 也 属于 的 。 
因此 , 9 之 理想 子 环 必然 是 子 环 ， 

注 巷 1 对 于 以 g 作 为 Lie 环 的 连通 Lie - 群 @， 粥 其 中 的 迷 肖 Lie 于 群 
五 对 应 于 8 之 子 环 5 则 可 以 瑟 明 , 所 背 入 是 8 的 埋 想 子 环 "各 ‘五 是 六 的 
不 变 耶 群 ”这 两 桂 事 实 是 等 价 的 。 

重工 6f(n 0) 之 子 环 红 (n; 0) 其 实 就 是 理想 子 环 。 事实 上, 如 果 
REQRAA TF Eelin CC) 员 计 各 
rT [XP]=TRF— TFA-0, 
因而 [X; 了 ] E 红 (wm; C) ， 间 样 ， 下 (py R) 是 9 (ns R) 的 理想 子 环 。 
秽 吕 00450) 是 8(m,0) 之 于 环 , 但 不 是 理想 子 环 。 

由 C 上 的 Lie 环 g 以 及 尼 的 理想 子 环 习 ， 按 眼 下 述 方 式 可 以 
作出 一 个 ie 环 。 首先 , 由 9g 的 了 空间 了 作 高 空间 9815 (参看 * 代 
数学 >) ,作为 上 的 向 量 空 间 。 工 Eg 甘于 mod 之 周 余 沈 
记 成 互 . 下 ,了 工 GEg7 之 交换 子 积 以 

. [这 ,了 ] = [X,Y] 
规定 出 。 各 染 Xl 三 人 (mod bh), Fes (modb), 惰 由 于 了 是 理 
想 子 环 , 所以” 
[ £1, Fil 二 [Fs, Yil 宇 [3， Fs] timodb). 

因此 , [ 素 , 元] 是 唯一 确定 的 , 它 和 至, 了 之 代表 元 素 苇 , 了 的 取 
法 无 关 。 由 于 这 种 运算 , gj 在 C 上 成 为 一 个 Lie 环 。 容 易 知 道 ， 
由 6 投向 9/5 上 的 映射 4-> 本 是 同 态 上 映射。870 称 为 8 关于 日 之 
剿 余 Lei 环 , 或 前 称 为 制 余 环 。 “ . 

: 渗 晤 2 假设 以 6 为 Lie 环 的 Lie 群 G, 有 有 明 的 不 变 于 群 五 ,一般 可 以 
放 明 ,如 之 明 荆 群 是 Lie 村- 群 ; 而 且 世 是 正则 的 子 流 形 。 由 于 五 是 Lie 子 . 
群 ， 共 对 应 子 环 识 鸭 1 则 站 是 6 前 理想 子 环 。 对 于 商 群 / 吾 ， 以 自然 方式 
圭 进 流 形 构造 ,由 于 玉 种 板 进 使 如 /五 成 为 Lie 群 , 可 以 证 明 ， Lie 茵 和 BA 
成 出 构 对 成 。 


间 访 定理 ” 识 有 吃 上 的 Li 环 和 1 以 及 出 它 抽 向 七 本 身上 的 同 


此 
i 
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坊 映 射 了 .如果 之 核 为 e, 即 

d={ 人 XEQ;fT) =0), 
出 a 是 8 的 理想 子 环 。 剩 余 环 8/& 和 8 同 构 。 

本 期 很 明显 , a 是 g 的 理想 子 钙 。4, BE 9 且 满 足 4 二 是 
(mod a) 时 , 了 (4) 二 了 (B) ,因此 ,对 于 4E8 之 同 余 类 4 (mgdn)， 
. 多 0 和 它 对 应 之 映射 . 7 了 和 万 之 代表 元 素 4 的 取 法 无 关 。 显 

然 , 瞎 射 了 是 由 gia 投向 8 上 和 的 搂 性 映 冉 , 而 且 是 同 态 映射 ， 
即 

F(Z B1)=f([4A, B 二 = 了 (1A, BD -I FE) 

— [f(A), FB)1, 
最 后 ,我 们 还 知道 了 是 ~ 对 一 的 。 事实 上 ,由 玉 A)=0 得 14)=0， 
这 就 是 脱 4 二 DC(mod 由， 于 是 可 =0-， 从 以 上 论证 就 知道 子 是 由 
6ya 投向 fg 上 的 同 构 喘 射 。 ， ”证 些 


对 于 C 上 Lie 环 g 之 子 向 若 空 间 mm, t， 由 形式 为 瑟 十 下 . 


LEEnnty 了 EN) 的 元 壳 鞋 体 所 成 的 第 合 世 坟 区 十 Ht， 霸王 ] 
(££Em, FYE) 之 有 限 和 之 [和 6 了] 必 为 元 素 , 生体 所 成 爸 什 合 
让 作 [my tt] ， 央 最 地 ; it 十 nn 和 [i 宛 是 g 的 子 癌 量 丛 向， 入 
旧 [et tt] 一 Bt, mj]., 

同 构 定理 机 有 0 上 is 狼 4 之 于 环 1 坟 及 6 之 天 直子 环 
a, 副 了 十 4 是 8 之 子 环 , e 是 8 十 e 之 理想 子 环 ; 9 na 是 虽 的 理想 
子 环 , 而 且 , 了 a/ 有 站。 

征明 ”由于 贡 十 h, 了 十 9] 忆 四， 条 十 作 ，9] 二 Fa， 的 十 [a， 
Cb+a, 所 以 9 了 +a 蚌 子 环 , 莫 0 朋 显 地 荐 Da 之 理想 子 环 。 里 
出 于 只 a, 们 Cna， 所 以 5ne 是 6 之 理想 子 环 。 由 看 投 疝 
6 十 a/a 上 的 映射 ,由 定义 F( 吾 ) 一 互 (moda 之 同 余 类 ) 可 知 , 它 
”是 同 坊 喘 射 , 和 而且 上 之 核 是 na。 贰 此 , 从 同志 定理 , 得 8 和 ma 
站 十 。 证 毕 


1 可 摘 贡 ie 环 .者 堆 ELis 环 和 可 解 Lie 环 1% 


$13 可 所 上 ie 环 . 雷 零 上 ie 环 和 可 和 解 Lie 环 


起 my 1 基 CC 上 Lie 环 9 的 理想 子 环 ， 因 bn 1 地 是 8 之 理 
胡子 环 。 事 实 上 , 旭 王 Er 于 Em NWNENH, 内 Jacobi 法 央 , 有 
[下 [有 ,下 ]] 一 [三 ,有形 ], N] +LM, [XY, N13J. 
因为 {， 允 ]Em，[ 互 ; 六 ] Et， 所 塘 胺 属于 [my mt。 因 琵 ， 
[Lp pr 二 cm 机。 . 亦 序 Lm, 1 是 6 的 理想 子 环 。 明显 地 有 
[nty tt] Cin fn, ~ 
尾 踢 , 当 
和 一 [人 的 全 一 19， 


时 ,所 有 的 9 0 … 都 是 8 的 理想 子 环 , 而 且 - 


i i 


"和 称 为 6 之 导出 环 或 导出 代数 (derived algebra) gf 称 为 8 的 


次 导 岂 环 。 和 如 果 有 这 样 一 个 自然 数 $， 对 于 它 有 9 中 一 {0}), 则 称 8 
是 可 解 的 。 

者 以 
一 g 8°= [9, 81; g = Lg Hj 全 一 [g,.9™"]， … 
关 人 生生 和 是 9 的 理想 子 凶 ,而 县 

和 一 和 一 人 Dg 一 


”如 有 这 样 一 个 自然 数 , 使 9* 一 人 0}， 则 区 8 是 雪夫 的 (oilpotent)， 


由 于 全 全 和 全 一 人 和 一 gg] 过 [一 和 人 9 
间 引 一 0 一般 茅 站 着 09 ， 因 嘴 , 狐 和 是 稼 雾 的 ， 则 必 ， 
蚌 可 解 的 。 特 草 , 满足 [8 8j 一 0} 的 Die 环 9 称 为 可 本 的 。 
凡 晤 可 换 的 ,一 定 是 索 雾 的 ,因而 也是 可 解 的 。 

和 容易 知道 ， 如 果 9 是 可 解 、 需 考 、 可 换 的 ， 则 6 之 子 环 也 必 是 / 
可 解 、 蛙 雪 、 可 换 的 。 而 且 8 之 剩余 环 9/0 (0 是 更 想 子 环 ) 也 是 可 
解 . 震 壳 、 可 黎 的 。 凡 为 大 定义 知道 ; 。 
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人/ 四 由 一 goTaya， (8 和 Hora (k=1,2,.). ~ 
i 机 1 识 是 0 上 的 % 扒 向 量 罕 并 ) 它 的 基诺 是 ea ye ,三 A ) 


的 元 素 中 ;那些 在 这 基底 表 示 下 抄 取 形 博 为 


0 普 
| 网 (上 尘 是 三 角 虐 陈 , 对 角 物 上 都 是 四 
0 0 

的 旺 随 之 对 体 构成 QC ) 记 子 空间 , 记 作 48， 而 那些 采取 形式 为 


{ (上 中 是 三 角 甜 际 ) 
0 

的 短 障 之 双 体 移 成 91F) 之 子 宇 半 ， 本 他， 容易 看 出 ， 订 于 帮 E47 如 
Ll Ae, = es 则 有 


虹 扩 一 域内 
四 | Aes 一 上 er + oze 
AE0 oD 


A =oner toes + ene,. 


Ae 一 山 ， 
Asy— oye 
A456 如 2 
“" 


Aes = tae tale 1, 


二 物 
1 . - 三 


因此 , 如 果 把 ap， er 所 染 成 的 之子 空间 记 成 一人， ‘上 
APo= 和 人 0); 剧 有 内 
AE9SOAVTICTI AV oC Vy AAV GT Aee=aio mod{ery …, ei_1}), 
| 5 一 二 
A4Ehe AVC Fo AFgC Fi 有 CP- Aee=0 nodiers 1 i)), 
: $=1,. -天 
从 此 容易 知道 ， 58; 8jc38。 吉 果 他 E 9 Be bd, 其 
， [A BIFi= C4 BAYF EC .AVis+ BFC ,os 
杰 朗 切中 ic 扩 汪 . 同样 / 若 4E 8，BE 台 , 则 有 


证 二 = 


学 ， 


19 让 心 ,最 大 害 适 理想 子 环 ,根基 1 


. [ABIFCAVF sot Br i 二 Fg 
ht Beic Ts 更 一 般 有 
FC Fx 

竺 出 有 到 F 记 一 {全 ， 亦 即 了 Y 一 0 ， 计 就 是 说 上 是 备 堆 的 。 因 六 站 它 8 
所 以 a 厦 可 解 BY。 由 简单 的 计算 知道 , 如 果 4 是 对 骨 短 卫 ， 自 其 对 前 友 上 由 
元 素 互 不 相 局 有 时，[ 妈 四 = 一。 区 此 ， 则 一 腿 一 … 一 虽 ， 这 就 是 赔 9 不 是 竹 
和 用 的 。 

全 8itny 0) 之 子 环 上 称 为 可 摸 Lie 环 ,这 和 下 面 的 事实 等 价 : 对 于 属 . 
了 于 6 的 妊 剖 和 矩阵 二 吾 ， 有 4B=BBA4 成 站。 


8 19 中 心 ,最 大 震 零 理 棚 子 环 ; 相 基 - 


对 于 复数 体 O 上 的 Lie 环 g, 芭 ， 
/ CrEgi[ PJ-O0FEQR)}, - 
则 明显 地 ;是 9 的 理想 子 环 , 而 且 是 可 换 的 。3 称 为 8 之 
中 心 :。 
g 之 可 解 理想 子 环 ( 即 6 之 理想 子 环 , 当 作 Lie 环 它 是 可 解 的 ) 


-中 存在 最 大 的 一 种 。 事 实 .上 , 在 理想 子 环 中 * 襄 杂 狼 最 高 的 为 叶 ， 


期 4 之 任意 的 可 解 理想 子 环 就 帘 含 于 肌 内 。 这 是 国 为 只 -上 
仿 是 g 之 理想 子 环 。 由 于 
R/Sa/R Na, 

a/ 是 可 解 的 ,因此 ,it 充分 大 时 ，( 轩 0) 中 CR， 另 一 方 
面 , 拉 是 可 解 的 ,所 以 当 [充分 大 时 , 居中 二 但) 、 从 而 ( 民 十 全 
= .只 此 ; 中 + 是 可 解 理想 子 环 , 而 且 包含 氏 。 上 比较 泥 个 的 
奴 数 ,有 内 十 a 一 踢 y 所 以 aC 并 。 因 而 , 站 是 唯一 确定 的 。 这 个 叶 
称 做 4 的 根 菇 。 : 

英 次 , 证 明 8 的 敌 替 理想 子 环 中 也 有 最 大 的 一 种 。 发 愉 是 6 
之 军 夫 理想 子 环 中 杂 数 最 高 的 ,9 之 任意 过 零 理想 子 环 a 被 包含 
于 办 内。 要 议 朋 这 一 点 , 只 要 诡 朋 a+ 届 是 党 者 理想 子 环 就 可 以 


A ru Ee—— = 一 一 一 一 加 = 一 -二 
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基 以 Ra 史册 于 fa, 中 天 an 虹 ,因而 有 
一 [站 ,上 四 十 [， 问 ] C3 十 0 门 导 十 于 2， . 
十 和， 
Qc or ot 二 作 避 十.… :上 a 站 导读 
因为 a ,时 是 军需 的 ， 如 了 束 下 谢 共 天， 可 以 使 上 泪 右 动 的 每 一 项 都 
汶 10?， 人 内 而 总 也 是 盐 圭 的 。 因 此 ， aC 而 怖 是 队 一 确定 的 。 
外 称 为 9 之 最 大 屠 适 理 和 柱子 环 (maximal nilpotent ideal)。 
二 之 中 心 3, 最 大 害 堆 理想 子 环 只 和 根基 只 之 需 有 关系 . 。 
. | ji 一 兴 过 寻 ， 
这 是 容易 看 出 的 。 
例 1 如 果 8 下 从 } 是 寺 雳 Lie 环 ， 则 6 之 中 心 i 不 是 1 区 ， 因 为 当 取 天 
恒 注 中 直上 和 一 如 时 ， [gs = {0}， 因此 ， Et 。 - 
例 2 就 求 gf(40) 之 中 心 3， 由 于 4 E83 [4,2]== —0{Xeal(n,0)), 
,和 攻 (n,0) 之 每 一 元 素 可 换 的 矩阵 集合 是 #。 这 种 矩 赃 必 是 数量 抵 障 
二 ta€ C0). 因此 ， 5 征 一 禁 由 ， 3 一 1 EEO, . 


$ 20 单 趣 Lie 环 和 御 单 厚 Lie 环 


和 旧 数 体 鞋 鬼 .Lis 环 g, 除了 9 和 {0) 外 ,不 再 具有 其 他 的 理想 
子 环 时 ， 就 称 上 是 单 章 的 (aimple) 。 便 如 5 是 一 - 灯 的 时 候 , 量 然 
是 单纯 的 。8 如 果 是 单独 的 , 则 9' 是 全 或 者 是 sg。 和 如果 = {0}， 
旭 z 旦 可 税 的 ,而且 之 任意 子 向 县 空 刚 都 是 g 的 理想 子 环 。 因 
此 , dim 9 之 2 时 ,gf 不 会 是 划 炖 的 。 这 就 是 说 , f 是 一 蕉 的 ;如 果 
g' 业 {0}, 旭 8= 二 g", 4 不 是 可 橡 的 。 这 种 情况 是 主要 的 。 
,复数 体 C 上 的 Lie 环 & 之 根基 是 {0} 时 ， 则 称 9 是 牢 单 厚 的 
. {semi-gimple) 。 以 下 将 以 御 单 冰 Lie 环 作为 讨论 之 主要 对 象 。 

例 “ 非 可 换 的 单 炖 Lie 环 是 中 单 类 的 。 实 际 上 *6 之 根基 珊 为 9i, 由 于 
时 是 理想 子 环 ， 所 以 并 二 8 或 站 {人} 如果 壮 =g 则 g 是 可 解 的 因而 


了 电 
二 


To lee EP TO 
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帮 才 日 三 吉 、 于 是 和 一 刘 +， 亦 部 是 可 所 的 ,这 下 ) 笠 代 股 


人 2 用 现 论 的 基本 事项 


工 . 定义 
为 了 证 恒 直 网， 让 我 们 把 $14. 1 所 述 鸭 定义 复习 一 下 ，, gg 
是 复数 司 C 上 的 Lie 环 , 玉 是 0 上 的 有 条 向 量 空间 。 从 玉 抽 向 
VY 中 的 米 性 映射 之 全 体 8((7), 对 于 4, BE9L(), 以 [到 
一 AB 一 4 闲 规 定 其 交换 子 积 ,那么 , al(7) 在 0 上 组 成 一 个 Lie 
环 。(QI) 守 gin 0) ,) 队 9 投向 可 V) 中 的 (作为 0 上 的 Lie 
环 看 待 ) 同 态 映射 p, 称 为 & 在 六 上 的 (或 在 处 的 ) 表现 
(repregentation) 。 广 称 汶 表现 p 的 表 理 家 有 并 (representation 
spaee) 。%n 一 dim 玉 称 为 表现 5 之 次 数 。 为 了 要 把 表现 您 癌 
有 明白 地 表示 出 来 , 我 倍 不 单独 可 表现 p， 而 狗 尼 .号 臧 玲 吏 
(p, 1 ), 
从 gg 投向 91 机构 帮 表 理 风 生 伯 下 地 写 
球 了 可 是 
(DD) 辜 性 : : 
plaX+BY)—a-p(X)+ Bp(Y) (X, FE ga, BEO), 
(2) 交换 子 积 之 不 变性 : 
让 (EL FI)= p(X), pIY)Y] (了 了 和 8 
这 也 就 是 、 
pL PFI)=p(X)p(T) pT)IPIX) (XX, TEQ). 
取 也 ，…, 革 ; 作为 9g 之 基 庄 ,关于 这 一 基底 的 构造 常数 答 为 
05, 须 和 
CX, XH = TOE Gj AD 


如 时 (p， 是 g 之 表现 ,上 且 
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了 = 个 EF) = ， 
刚 
[Fs, Y -Oe ji ”21.2 


戌 并。 反之 ， 如 有 满足 (时 .2 的 3 了 了 gr)， 对 于 8 的 元 
素 王 -260 以 p(X) 一 26'Y4, 刚 p 满 足 倍 ，( 约 是 容易 本 证 
的 。 央 此 ,要 求 所 有 的 次 表现 这 一 问题 ,实际 上 就 是 求 短 阵 方程 
{21.2) 所 有 的 解 (F。,…,， 了 1) 。( 国 为 上 的 基底 确定 后 , 所 (及 
的 元 素 了, 是 以 短 阵 来 表示 的 。) | 

浊音 1 对 于 实数 体 上 的 Lie 环 gy 有 复 向 量 空间 上 之 玫 现 ( 称 傣 复 强 
' 现 ) 以 及 实 同 昔 室 间 上 之 表现 ( 称 知 实 训 现 ) 两 种 。5 之 复 形 名 在 复 向 量 空 间 
上 的 事理 明显 地 导出 了 8 之 复 宕 更 ， 友 之 ;8 之 复 吉 现 办 为 是 (24 . 的 解 ， 
所 以 答 臣 了 站 的 性 更。 因此 ,并 之 雹 现 和 六 之 复 表现 在 本 庚 上 是 同一 的 
车 西 。 

2 等 价 表现 - 

Lie 环 8' 鬼 两 种 表现 (pi 了 和 《ps， 外 1 所谓 在 本 质 上 是 
同一 的, 将 由 下 面子 以 认定 。 Pi 找到 Vs 于 的 一 对 一 的 楼 性 瞎 蔚 
PP 迁 当 透 取 后 ,如果 TE UU, TeV pi (XZ) w=y, 有 Pa 本) p (%) 
=g{y) ,pa( XI) op=popr(X) XEDN. 时 , 京 训 9 1pa (FY) op 


pi(X) 对 于 所 有 的 卫 Eg 部 让 立时 , 称 表现 (pi, VV) 和 者 现 
(ps 了 有 客人 兴 (equivalent) ,号 成 (pi， Fi} (pry 2)。 由 于 这 一 


等 价 关系 , 显然 可 以 把 g 之 表现 的 他 体 区 分 为 者 于 业 。 -每 一 类 称 
为 § 之 表现 类 。 

5 的 二 个 次 夫 现 (piy 让) ，(pay V3) 之 等 价 条 件 ,如 果 利 用 
年 阵 的 设 诈 表示 出 水 ,出 有 如 下 述 。 取 三 :这 基 古 本 yy er 后 了 3 
之 基底 广 ，-…,fr, 把 pi (于 ) 和 pa( 互 ) (了 Eg) 用 短 律 考 示 出 求 ， 
`” 疆 就 是 : 对 应 于 pi( 互 ) 和 站 (下 ) 之 得 阵 (oi (全 )) 和 《Bf 三 )) 


和 
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pe DR) 和 Op HAT 
所 决定 。 如 果 (pa 下) 二 (pa 了 3), 草 由 六 投 到 六 上 的 一 对 一 
之 塘 包 映 射 p: pCe) 一 由 ci Pi aettcD) 关 0 存在 ; 当 mn 人 Jon9 


时 ,由 于 pat 区 jp (8) 二 gt 刻下 ;所 以 有 : 
patX) plen — of(T) (0. 
因此 ,只 Pal XI Pe) = ps) of Bi fr 和 
有 PB Kf Dal (For. 

比 迁 之 了 条 数 ,得 汉 | 
习 ci8 CD ~ Fo (X) oy, , 
归 (oj) (B87(X)) (of) = aj(X)), 这 就 是 说 , 以 常数 矩阵 
(of ， det to) 半 0， 使 (人 B()) 训 措 而 成 答 障 (a}( 球 ))。 反 之 ， 
如 果 第 样 的 答 障 (oj) 存在, 剧 倒 施 以 上 的 计算 即 可 求 得 

(pu 了 31) 六 [pa5， F 3) ， 

3. 饶 和 表 现 上 与 可 和 灼 玫 现 

如 果 有 Lie 环 g 之 表现 tp, 门 ,之子 宰 间 如 满足 

p(X "UCD (XEg), 

草 称 是 9- 不 变 (或 简称 不 变 ) 子 空间 。 玉 与 人 0} 显然 是 8- 不 变 
子 空 间 。 

加 果 折 了 六 与 {0} 入, 四 没有 其 他 的 -不 变 气 空间 ， 那 来 玫 
现 仿 ;, 六 ) 就 时 做 既 炮 的 Girredooible) 非 旗 茜 的 袁 现 时 做 可 糙 
的 (requcible) 。 

议 麦 现 (p, 六 ) 是 可 葛 的 , 7 是 除了 与 {0} 外 的 不 变 子 实 
疾 。 取 克之 基底 oj; …, 6ms 扩大 这 个 基底 而 组 成 之 大 庭 
81y pe 9 Br。 这 时 ,对 语 于 pl 玉 )， 下 Eg 之 烛 障 {ai (全))， 


F. 


TT re PP "PP EPP p= "Pu ip 9 — ie ope pe pe Lu 
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其 形式 有 如 下 站 。 普 先 ,由 于 p(X) a a (XY)g=0 (mod DU) 
($=l， mm) FR of (XX) —0(iem, m1 jn) ,因此 ， 


因 ci TX)-…ah(F) | “a 1 
| 和 : a , 
of)) oy | + 
0 二 人 
ZKm+1 (CR 02( 玉 ) 二 
(21.8) 


反之 , 发 关于 之 革 种 基底 , p( 耳 ) 之 答 障 可 以 “分 殊 " 成 加 上 形 . 
式 , 则 基底 中 最 声 7m 个 所 架 成 的 子 空 间 是 人 不 变 的 ， 因 而 p 是 可 
构 表 现 。 

性 表现 (p, 了) 是 可 欧 的 ,UU 是 六 之 和- 不 仁 隆 空 央 ,由 于 
Pp (下) (入 EQ) 之 定义 区 域 限 制 在 上 ; 由 p(X) 产生 了 咯 梧 挡 
到 避 中 去 的 矿 性 映射。 这 映射 称 为 p(X) 在 石上 的 限制 , 以 
PpP( 玉 ) IU 囊 示 。 为 了 简单 起 昆 , 可 以 写作 p(X)|U=po( 了 )， 
pp 显然 是 8 在 U 上 的 表现 ; 表现 (po 0) 称 为 表现 (pT 了 ) 
在 不 变 子 空间 上 所 导 引 出 的 玫 现 。 当 (po, 0) 是 既 物 站 
现时 , 称 6- 不 变 子 空间 UU 是 既 移 的 。 各 果品 之 基底 照 ,(21.3) 
的 安排 ,有 (21.8) 内 左 上 上 方 的 mr 次 短 际 (a (Ji 就 是 对 诬 
和平 pv( 了 ) 的 短 障 <。 其次, 对 于 不 变 子 空间 口 , p(XY) 导出 了 VU 
( 南 向 量 空间 ) 向 自身 投射 的 粮 性 映射 ,这 种 映射 记 以 p(X)|F/U. 
为 了 简单 超 昆 , 写成 p(X) IP/DU-P(Z) ,5 是 9 在 VF/U 上 的 于 
现 。 雪 现 (p, V/U) 称 为 表现 (p, 六) 在 商 袜 间 六/U 上 所 导出 
的 表现 。 (21.3) 内 右 下 方 拘 % 一 m 阶 短 阵 是 对 应 于 p(X) 的 短 阵 
( 取 emtly，…， 6n(mod 口 ) 作为 六 /DU 之 基底 )。 : 


Fr 
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4 表现 的 妖 量 积 ( 绰 晤 和 ) 
当 Lie 环 8 有 起 现 (or Fr) 与 (pa, Fa) 上 时， 朋 和 PFF 带 ,可 以 
在 COV ( 张 量 积 ) 上 作出 9 之 表现 。 对 于 斑 Eg, 以 导 
PARED =p1 (XI + Tp (于 ) 和 TCF 
(是 下 ;的 恒 等 映射 。 朋 显 地 , p 是 由 4 投 到 al (V's) 中 的 
米 性 映射 ,而 且 是 9 在 F159Vs .上 的 吉 现 。 事实 上 
PIX, YH) =p (TY, FIT ITI/R pT, FY) 
= (pl (JP ) 一 六 1 (PH 
+ (pA) pa TF) — polY) pa I)), 
男 一 汶 面 ,由 于 pC 于 )p( 了 ) 一 p(t) p(X) 也 等 于 上 式 的 右边 ,所 以 
PAT, YT)>p Tp) 一 bp) ， 
把 A 写成 piDes, ‘pitPps, F 100F 2) 称 为 表现 (pi V1) 利 ‘os Va) 
的 级 量 和 (或 称 张 量 积 tensor product)。 
运 艺 2 说 Le 群 如 在 Fi 上 二 者 现 是 中 人 一 TD 在 Fr, 上 之 玫 
现 王 定 光 汶 
Pig = Paw Pie. 
上 皇 成 卫 == DP 的 Pay 称 为 才 现 六 与 Pr 之 红 量 积 ( 或 及 roneckar 积 ) 。 如果 把 
Pi 之 微分 号 成 2， pi 划 由 简单 计算 知道 , p 就 是 5 四 ps , 开朗 
dP Po) = dP DADs. ~ 
泾 佑 3 三 个 以 上 的 囊 现 粗 成 的 张 重 积 , 可 以 间 样 地 定义 。 
5， 省 和 步 表 更 
对 于 g 之 表现 (p, 路 ), 照 以 下 哮 样 , 可 以 在 (= 刻 上 一 次 
形式 的 全 体 租 成 的 向量 空间 ， 序 六 之 对 人 惕 向 重 空 间 ). 上 作 9 之 表 
更 。 以 
p(X)——ip(KX) (XEM, 
肥 p' 是 9 在 V* 上 的 表现 。 实 际 上 ,这 只 要 具 


对 对 于 AE9HT 琉 厂 后 让 [本人 ABBE 站 的 Fi 是 由 (A 节 BB) (zy) 
BYTE FI SET 所 定义 的 的 三 的 畏 性 跳 射 。 
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pr (LE, FI)= ip([F, FTI)= —'(p(X)p{Y) — pyeGD》 
p(T) p(X) pr)) 
=p (和 JP (FT) —p (FY)p 二 ) ; 
就 知道 。 裘 现 (天 ,三 ) 称 为 表现 (tp; 让) 之 道 步 襄 再 (contra- 
rradient Frenresentiation) 。 设 上 之 共同 是 el 于 应 的 
Vr 的 对 惯 起 底 记 以 五 ，…, f， 则 有 
ke 了 一 人 (< 人 了 < 去 的 )。 

关于 这 些 基底， pt) 和 PP (| 之 短 阵 间 的 关 杀 是 简章 的， 郎 一 . 
方 的 连 置 答 乔 变 号 就 成 为 另 一 方 的 短 阵 。 | 


十 晤 - 对 于 Lie 群 @ 在 上 的 表现 忆 和 在 F* 上 的 垃 现 P+*, 以 
Pr* (9) 1P(q) -1 来 规定 ， P+ 称 为 王 之 邀 步 激 理 。 把 王 和 卫 * 之 微分 守成 2 
A ; 刚 2 是 的 屠 步 卉 现 。 | , 
出 1 谣 0 和 (0) sg 是 0 上 的 向 量 宗 间 ) 。 对 于 .g 之 元 案 4， 以 二 站 
身 和 它 对 应 ,花样 ;就 得 到 5 在 Y 上 的 表现 p. 因 上 时 得 到 8 在 . 
FF 一 下 的 FF 的 FA 的 下 
er 
只 号 “| 
十 的 老 现 #1 二 1? 龟 … 狼 pb 外 Pr? 四 … 力 Dr， 称 为 IF) 在 绢 量 空间 人 上 的 
路 量 认 吏 。 今 后 把 p? (43 写成 从 41， 当 (7,s) 型 的 强 旱 t 满足 
、 过 上 1 一作 
时 , 称 t 是 在 和 4 上 不 访 的 (7, 5) 强硬 ( 话 岗 一 点 新， 在 无 穷 小 的 窟 义 下 和 4 上 
不 变 的 Lr 8) 咀 芥 ) 。 刘 于 4,PE ql er . 如 果 关 有 在 地 上 和 示 秋风 Cr #8) 
量 在 召 上 也 是 不 变 的 , 即 对 于 1E Fs， 人 
地 二 一 0 则 必 有 Pit=0 
时 ) 称 凸 是 4 的 坊 祥 (repliea) 。 利用 仿 样 的 机 全 ,可 以 少 用 共 亚 不 用 计算 而 
建立 Lie 环 理 葵 :关于 这 方面, 可 以 参考 书 末 的 文献 [2]。 


完 多 可 榴 讲 现 
所 衣 g 之 表现 (p, 太 ) 是 完全 可 和 狗 的 (completety redueible) ， 
指 的 是 对 于 信之 任意 的 9- 不 变 子 空间 六 ， 有 适当 的 9- 不 变 子 空 


一 一 了 一 


@ 例如 与 ~4BI@ITID(-iA)@ITIDIO(-:4). 
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间作 ,全 
VU+W, UNW= {0). 
定理 1 表 王 (p, 广 ) 完全 可 和 构 的 必要 与 充 伟 和 革 件 是 , 太 可 
以 用 刻 构 的 不 变 子 窄 间 六 ; …, TV 之 直 和 形式 者 示 册 来, 印 
证 ( 直 和 ) 9， 
枉 明 ” 训 (o, 请 是 完全 可 条 的 。 因 不 是 饰 移 的 , 所 以 了 
可 以 用 直 和 的 形式 三 一 Ta 十 Us 表示 出 来 ,这 里 的 Ui, Us 是 不 变 
. 子 空 间 。 在 与 Ta 中 ， 如 果 有 非 证 尊 的 , 则 对 它 进 行 同 裤 的 分 
解 时 ,就 能 使 六 分解 成 为 所 求 的 形式 。 
反之 , 地 了 = 户 二 … 十 了 (站 和 ) , 每 一 个 玉 都 是 不 变 子 
空间 。 以 可 表示 不 变 子 空间 ， 使 六 二 口 十 W, 这 时 ,和 能 丁 明 、 
UN W={0} 的 不 变 子 空间 本 是 存在 的 就 好 了 。 和 如 末 = 太 出 以 
到 = {0} 就 可 以 了 。 所 碎 根 定 吕 关 六 由 这 假定 知道 , 有 某 一 个 
VCEU0， 从 NUE TV 之 钱 移 性 以 及 VND 之 8- 不 变性 ， 
得 VNDU={0}。 和 如 果品 十 六 ,= 玉 , 则 以 开 一 记 郎 得 让 。 因 元 ， 
很 定 万 十 玉 , 关 太 ， 且 有 某 一 V0 十 V4。 和 直上 赔 样 可 以 证 得 
NV = ty， 如 此 进行 下 去 ， 直到 可 以 适当 选取 Vi, 
VV -…， VV 使 
(UT+Vet tr NT, = 0, %=1, 2,., Pp—1, 
- UV Va=r : 
为 止 。 这 时 以 全 = 玉 十 … 上 Fo 则 于 就 是 所 要 求 的 。 实 际 上 ， 
W 显 - 热 是 时 不 变 的 , 而 且 如 果 把 ZEVNN WY 写成 2= 一 w= 
2 十 十 2 (uwE VU, aE Vs B= Pp), Wo = 
FV) N= 地 ， 因 此 ,ww 一 0。 闻 祥 ， 
全 一 一 一 0， 因 醒 z? 一 0。 这 就 是 说 DN 环 = 人 从， 下 =T 十 歼 


四 ”这 时 , 称 玉 上 的 表现 是 在 六 所 引起 的 沽 观 pt 之 本 和 Cdireoct sum ,BB 
咸 pA "十 Pr ， - 


Sv 
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是 很 明显 的 。 z 二 、 . 级 毕 
例 2 层 5 是 狼 密 的 实 Lie 群 >q 是 它 的 Lie 环 ( 因 而 是 实 教 体 上 之 Jie ” 
环 ) 。@ 在 下 (C 上 的 向 量 空 责 ) 上 的 表现 卫 一 定 是 完全 可 物 的 , 这 是 可 以 了 
解 的 。 出 卫 的 微分 而 得 到 的 8 之 表现 4P 也 是 完全 可 狗 的 。 (一 般 ,如果 虽 
是 束 通 的 Lis 其, 县 G 之 表现 也 是 完 要 可 物 的 。 这 件 事实 和 4 之 Lie 环 9 
的 表现 4P 为 完全 名 糙 是 等 价 的 。》 
7， 健 随 衬 吏 
把 0 上 之 Lie 环 5 看 戌 是 0 上 的 向 量 空间 ， 那 来, 接 照 如 下 
的 方式 ， 可 以 作出 § 之 表现 , 并 使 9 本身 丰 为 类 现 空 间 。 必 就 是 ， 


对 于 A4Eg, 涂 夸 ad(4) 为 


‘ad(A)X=EA, XI] (XES), ， 
则 ad(4) Egi(g)。 映射 ad 显然 是 由 人 投向 81(9) 中 去 的 纺锤 肌 
射 ,这 实际 上 就 是 5 的 下 现 。 事 实 上 ,加 果 4, Eg, 则 
ad lA, B])X=ELA, B], XI=ILA, X], BI 
: 十 [4A, [B, 五]] 《Jaeobi 法 出) 
-Ld, [8, 3 LIB, LA, 2]] 
"a A BI -BdAd) (KEN), 
因此 ,有 .ad{[4, B]) .=0d (4)od(B) —ad(B)adtA). 


表现 (ad, 9) 称 为 5 之 介 随 表现 (adjoint representation)。 辐 


中 


样 ,加 有 9 才子 环 6, 对 于 五 E66 有 (8H) Egtt9) 和 它 对 应 , 则 得 
到 1H 在 9 上 的 表现 。 称 为 在 8 上 的 件 随 表现 。 这 时 ,是 不 


， 奕 子 空间 。 


对 于 & 之 伴随 表现 而 论 , 所 谓 9- 不 变 子 空间 究 营 是 怎样 一 


. 回 事 ? 我 们 知道 , 使 之子 向 量 空 间 c 9- 不 变 的 傈 件 是 . 


ad (下)oCca( 开 Eq)， 洛 改换 写法 , 就 是 [g, 9] 忆 a 。 这 一 条 件 和 


使 4 成 为 8 之 理想 子 环 的 事实 基 等 价 的 。 
取 如 之 基 压 1 Wi 点 1 关于 这 一 基 压 的 挡 送 常 狐 到 以 Oy, 


Fr 


小 


™ 


§21 吏 前 的 其 本 让 项 型 


部 [了 于 如一 加 中 了 1 (rn 一 dim g)， 这 上 时， 哉 水 了 一 /Eg 


之 件 随 表现 a4() 关于 这 项 基 克 的 适 陈 ai (了), 听 


从 - sd(X) X= BAF) TT 
得 | DEX Xe |= DotrXs= Hol EX, 


因此 , oi (下 ) 一 六 ot*, 而 所 求 的 矩阵 是 
之 OKIEE p23 


| | > Ciae ee i ™ 
伯 g 之 伴随 表现 而 得 到 的 象 下 为 cd(gy, 则 
ad (9) 一 {ad(X); 9 
因 些 ， ad (a) 是 qltg) 之 子 环 。 件 随 尖 现 之 桩 是 满 是 ad( 4) = 一 心 的 


攻 人 6 所 底 的 巢 侣 。 这 就 是 8 之 中 心 3。 因 此 ,外 同 术 定理 ,有 


g/d 9) 。 

注 最 和 以 4 作为 Lie 环 的 Lie 性 珊 为 8， 作 出 引 投向 G 中 的 晓 身 
Fal) =axa-W(zEQ) ,这 里 的 4EG 是 辕 定 的 。 容 易 知 道 ，F。 是 四 G 投向 
G 上 的 同 构 上 映射。 因此; Fo 之 微分 4F' 是 田 g 授 于 6 上 的 一 对 一 的 同村 有 映 
射 ; 亦 妇 同 构 上 映射。 于 是 4FuE QL 对 应 a>aF 成 为 下 在 8 上 之 表现 : 
号 44 为 dafa) 一 47o, 因此， 44 之 微分 是 8 在 8 上 之 当 现 ;可 以 证 了 明 它 就 是 
6 之 作 随 者 现 od . 

8. 素 吏 的 不 变 旺 重 

可 有 Lie 群 吕 之 表现 (P, 门 ，F 之 元 案 ? 在 这 过 现下 是 不 
春 的 ,这 指 购 是 对 于 侣 之 每 一 元 素 4, 有 

Pla)v=2 
友 间 。 当 安 是 连天 时 , 这 个 条 件 可 让 用 昌之 Lie 环 g 表达 如 下 : 
融 已 之 微分 p=dP，g 具 太 在 了 上 之 表现 p 。 如 果 好 是 速 省 的 ， 


(之 各 元 素 4， 


122 . ， 第 3 童 Lis 环 的 一 妈 理 该 交 
则 PCG) 是 GE() 之 圳 通 Lie 子 群 。 可 以 证 明 , 它 的 Lie 环 是 
sf(P) 之 子 环 p(g)。 因 此 , GZ 之 各 元 案 可 以 写 底 形 
oxo (XD).erpo( TK); Xi, *, RIED, 
于 是 ;要 VE 在 Q 之 表现 了 P 下 是 不 的 才 分 具 要 条 人 为; 对 于 


exzppf(dye=d of 了 

过 个 条 件 和 

p(d)s 一 0”( 对 于 4g 之 各 元 素 4) (21.86) 

_ 是 等 价 有 的 。 实 际 上 ,; { 红 .4) 成 让 时 ;对 于 任意 实数 训 有 有 
expip(A) v= CAEgY., 

两 边关 于 t 微分,' 得 p (4)exrp p(w 一 0，。 阮 里 以 t=0， 就 得 出 

(21.5)., 反之 ,汉人 号 戌 立时 ， 昌 有 


sxptp(4)o- (rreCOT+ 而 PC .一 9 。 


因此 ,以 =1 恒 得 出 (21 .全 。 
.一般 可 以 这 样 讲 , Lie 环 8 之 表现 (p, 万) 葵 定 时 ,如果 刻 之 
元 素 * 满足 ( 红 . 鲍 , 则 称 4 在 袁 纲 ip, 六) 下 是 不 变 的 。 

如 有 Lie 群 口 之 表现 (P, 六) , 我 悦 可 以 在 了 的:(r，9) 型 配 
其 空 间 记 上 作出 G 的 表现 P;， 其 作法 是 , 对 于 aa， …, wrEV; 
EV "规定 克之 缠 性 映射 PIL) (aE G) 满足 

P; (0) (p10 DD BP) 

=P (0) £8P (9) oP (0) OP (Co) Hf, 

当 (r, 8) 型 之 张 量 iEV; 在 表现 P; 之 下 不 变 时 , 就 称 t 是 囊 现 
(PP 万) 之 (7, 5) 型 不 变 强 量 。 失 简单 的 计算 知道 , 如 以 p 二 4P， 
则 PP 之 微分 8Pi .由 GPU 一 ptdE 人 0 所 葵 定 。 这 里 的 ， 
p(A)! (或 写 咸 p; (4)) 是 8 1.5 之 例 中 所 述 的 、 由 p(4) 所 定 的 
应 之 线性 映射 , 芭 对 于 和 2EV ;所 EVY， 
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PA TL -OPA FO OF) 
rr 时 和 
-= 之 | 1 


-本 、 ， - 
+ DDR (DD. 
三 


因此 , 在 导 是 如 通 的 情况 下 , 要 使 替 天 是 好 之 表现 (P; 站 的 
不 变 线 量 ,其 条 件 是 z 
pr CA)t=0 (对 于 第 ~-- 个 AEq)， 
这 样 多 iE 称 为 g 之 表现 (Pp, 了 了) 的 不 变量 量 。 
容易 知道 ,如 t,Y 基 不 变 双 量 , 则 线 量 各 : 必 基 也 是 不 变量 县 ， 
而 且 + 烃 藉 和 鸥 以 后 而 得 的 恒 量 也 是 不 变 的 ， 
例 8 如 有 8 之 表现 (pyF);,T 上 的 双重 性 形式 p 可 以 看 成 是 了 上 的 二 
阶 协 变 张 量 笑 : pE 了 容易 知道 ， | 
Cp iAD Bp) (mp pA ppd -AEQ Te YEF), 
因此 ,9 不 变 的 条 从 是 ,对 于 备 4E8 与 各 XYyET 有 
Pot) ry) 十 my) 的 = 
饮 4 如 有 8 之 震 现 (opP)，F 上 的 (1, 和 7 娃 以 看 成 是 由 下 投 
庙 下 中 的 缠 性 野 射 合 。T E gI(F). 由 简单 计算 得 | 
pAYCT)=[LATY (eg。 
因此 , 雪 7 是 表现 tp, 了) 之 不 变 号 量 ,其 条 件 是 了 构成 和 p (4) (4E ge 可 换 
的 入 性 腊 针 。 
9、 属 于 表现 的 不 变 双 炉 性 形式 ， Killing 形式 
对 于 Lie 环 9g 之 表现 (p, 由 ,9g 上 之 双料 性 形式 
Bl 六 ) = Trp(X)p(Y) 人 ， 世代 人 
称 为 属于 表现 (p, P) 的 到 矿 性 形式 。 这 是 8& 之 伴随 表现 的 不 变 


OD,@ 到 定 了 志 基 诡 克 ，…， 5; 关于 这 一 臣 康 ,二 阶 协 变 颖 量 jg (1 17 型 的 
号 量 了 之 支 重 吨 别 让 以 (at) 和 (8) ,所 次 定 的 双 粮 性 形式 由 1, 功 一 于 oy 


(win yy 一定 wim 规定。 了 了 所 朵 定 的 移 性 迪 剧 y= 了 2 明 济 = 名 je 规定 。 这 种 
损害 和 六 之 基底 的 选择 万 式 光 关 。 


[ Te 


性 


电 
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双 线 性 形式 , 亦 即 “ 
五 GE) 二 六 od (YY 0 (X,Y, ZEA), 
亡 实 上 上 ,Blad(2) 人 ,YP 了 =rp([2, &]) pt) 
—Trtp(Z)pr A)—plE)p(E) ) pT) 
=——Tro(X)p(2) pT) + Tro(X) p(T) pl2) 
——B,(X,， od 2) ). _ 人 
显然 , B， ,是 对 称 的 ,好 
BX, EF)=B,(Y, X)', (XT,FTESg), 
特别 当 是 大 袁 现时 ,将 B, 写成 BB, 耐 有 
。 Bi{Y， PF)=Trad{X)ody, 
这 个 B 称 为 9g 之 基本 双环 性 形式 或 称 illing 形式 。8 上 之 二 
次 形式 呈 ( 江 ， 么 ) 称 为 车 本 二 次 形式 。 
” 吉 ， 属 于 玫 现 的 特征 寺 项 式 ， Killing 针 项 式 
对 于 Lie 环 9 之 纺 现 (p, 下) , 规 % 一 dim q; 出 
Pl 于) =det (一 p( 信 )) (了 Eg, 1 是 变数 ， 

所 定 的 之 次 争 项 式 称 为 属于 下 现 (p, 下， 开 E 4 之 特征 多 项 
式 。 特 别 当 p 是 件 随 表现 时 ,将 了 PP, 写成 三 , 而 有 
| Pt: X=detttf —ad( A)),. 

P(t; 了 ) 称 为 三 之 Kiiling 多 项 式 。 


' 


8 2 可 解 Lie 环 与 千夫 Lie 环 的 表现 


i. Eneel 定理 
定理 1 (Engel) 仙人 六 是 复数 体 9\ 上 的 有 限 准 向 量 空间 
(*{0}) , 8 是 gL(V) 的 子 环 , g 的 元 素 裔 为 宣 才 烧 性 映射 -这 时 ， 
FF 中 有 元 来 疆 0 和 存在 ,对 于 5 之 任何 元 素 4 有 4e=0 
， .征明 起 dim 9 一 ", 利用 归 二 法 证 明 。r 一 4. 时 是 明显 的 。 浴 
”一 时 定理 成 立 。 首 先 计 明 , 对 于 5 之 任意 子 环 了 (天 们 ,有 gg 之 


= 


$ 29 可 解 Lie 环 与 短 过 ELis 环 的 天 现 4135 


子 环 Hi 存在 ,使 障 于 bdim 一 Gim 外 十 4, [fay D9. 5 在 8 上 
的 伴随 表现 了 >ad (五 ) 是 以 5@g 作为 不 蛮 子 空间 的 , 因此 ， 
效 空 吊 g/ 出 是 5 之 表现 空 古 。8 三 8 六 上 之 表现 记 以 pp: 
p(0cCat(g/ 的 ， 如 果 囊 E5, 其 HE G1(VD 也 是 里 雾 的 , 这 是 
因为 HI 一 五 C&T 一 11H ,HI 和 IW'H 都 是 早 需 的 而 且 最 
然 是 互 为 可 换 的 ; 如 果 牛 了 ii 看 做 于 一 6 天) (21.8r 例 少 ， 
那么 ,对 于 三 EgI(F)， 五 HT) 一 [ 囊 , 站， 因而 二 在 8 上 所 引 
出 的 娘 性 映射 是 ad( 囊 )、 因 此, od(H) 在 g 上 是 露 圭 的 ， 从 
丽 p( 互 ) 是 在 6/6 上 的 常 零 殉 性 映射 。 由 于 dim p() 二 dim5g 
<dimg 一 rr， 所 以 由 上 归 枉 法 的 假定 , 有 95 之 元 政文 (XEVE 关 
于 modf 之 同 余 类 ) 存在, 于 专 0, 且 使 p( 互 ) 导 ==0( 玉 EH)。 这 就 
意味 着 六 儿 b, [ 吾 ,. 半 ]E 了 (HED。 和 三 所 组 成 的 g 之 子 阅 
量 实 罩 记 做 加 时 ,出 明星 地 名 具 有 所 求 之 性 质 。 i 
从 以 510}, 对 于 它 作 以 上 的 和 , 而 对 于 了 又 同样 地 作 js， 
加 此 顺序 进行 ,就 得 到 g 之 子 环 录 的 序列 
{0 
[hrra; BHC dimbed C1, ?7D), 
bm 一 n 是 g 的 理想 子 浆 , 其 故 数 为 7 一 1 。 因此, 车 选 取 茶 一 个 
4Eg, 使 44, 草 9 之 任意 元 素 苹 ,可 以 用 于 = 入 aA(N En，. 
xe Cn 这 样 的 形式 表达 出 来 。 以 
U= {rEV; No=0 (对 于 各 NEN 


U 是 六 之 子 空间 , 归 灿 法 之 假定 适合 于 1 再 而 如 来 {0j. 但 
，4(0) CCU. 这 是 因为 如 果 WwEDU, 则 对 于 各 如 En 有 


NAu=ANu [AN, A%=0 (注意 [dd 人 tr 
因此 ,由 于 并 1 所 以 忆 中 有 属于 特征 值 为 0 的 44 之 特征 
阅 量 纪 钴 全 :4 一 蝇 ， 这 个 显然 就 是 所 要 求 的 。 证 举 
系 工 g Re 之 子 环 ,ti 是 9 之 理想 子 环 , 级 1 之 每 一 元 


PE ir mp 
一 Te ee ee he pp re i i ep - dl dl 


126 第 3 章 Lie 环 的 一 般 章 奏 
素 稳 是 器 等 简 性 映射 。 如 果 F 作为 6 之 表现 窑 丰 得 是 党 全 可 葛 
-站 ， 有 则 芷 一 110) . 电 


枉 明 以 区 = 也 拒 天 有 0 一 0 对 于 符 一 个 下 和 1， 由 上 让 . 
证 明 中 齿 到 , UV 是 g- 不 变 子 实况 ， 因 此 有 9- 不 变 子 空间 仇 . 使 
FF=U 二 六 (站 和 )。 和 加 部 证 明 你 一 如 } 就 好 了 了 。 如 有 果 玉 到 {0}, 旭 
和 ecE 他 60 使 We=0tNWEHN)。 于 是 5EFNU.， 这 就 产生 了 了 
夭 盾 。 : : 证 圭 

尿 '4 9 是 8- 中 .的 子 环 , 而且 是 由 壤 零 纺锤 映射 所 组 成 的 ; 
对 于 『 的 适当 基 压 所， 6 这 Eg 的 年 阵 人 of) 满足 
ef) 一 0GZ 有 六, 就 是 说 ,十 阵 有 如 下 的 形式 


性 水 
“ UU 
"00....， 0 


(从 而 , & 成 为 赛 零 .Lie 环 。 因为 它 是 818 例 1 内 的 *Lie 环 6 之 
子 环 ) 。 . 

是 明 ”进取 0x*0 使 卫 es 一 0 访 Cg), 在 4g 之 过 现 袜 间 VV/ {es} 
上 , 利用 Engel 害 理 , 则 可 以 得 出 er: es 儿 {91} ， 下 9s=0 {mod 01) 
直人) 其 次 ,对 Fe eal 引用 同一 定理 ,得 出 eR 58 人 EF {61, 63}， 
6 二 0(mode1, 63) 。 同样 地 进行 下 去 , 就 可 以 求 得 修之 基底 
Bly "yy Fre ， 证 些 . 

系 8 由 0 上 的 Lie 环 g 之 件 随 表现 所 形成 的 8 之 象 ad{g)， 
如 果 其 每 一 元 素 稳 是 冠 圾 弹性 映射 ， 则 6 是 寡 兰 的 Lie 环 (Engel 
定理 ) 。{ 资 易 知 道 , 赣 定理 也 是 成 立 的 外 。) 

枉 明 艇 i 是 《之 中 必 ， 则 g/isad( 权 .是 割 雾 的 ， 因 此 有 4 


得 中 的 元 款 寺 对 应 其 本 帮 所 成 的 家 现 。 
笑 ” 因 流 凡 癌 一 0 可 记得 出 dC 二 0LXEQ)， 
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存在 ,和 伍 名 Ca 。 从 而 ,gxtC fg, 于 一 {0}. 证 失 
Lie 定理 
引 理 1 起 4E6L( 门 ，n 一 dimF。 如 果 

TrAdA=0, TrA?=0,..., TrA"=0, 
则 4 是 索 零 的 线性 了 映射。 | 
证 骨 羽 症 之 特征 值 为 cmi …，as， 草 ” 
0=TrA* = 二 or (k=1,.2, 9) 。 
由 代数 学 里 熟知 鸭 定理 可 知 , m,…,.o 的 所 有 基本 对 称 式 痢 竺 
于 0。 从 而 , 0 一 … 二 0, 一 0， 同时 ,由 代数 学 里 的 知 油 可 知 ,4 是 


震 溺 的。 证 沁 
引 理 2 gliF) 之 子 环 8 的 中 心 认 以 证 则 [5g, 8] 站 3 之 每 一 
元 素 是 异 寺 的 。 


是 明 各 果 把 4E fa, 91n3 用 达成 4= 了 FF， 世 ]( 瑟 ， 
FEg)， 风 显然 有 Tr4=0 成 立 。 再 从 [4*, 站 1] 一 0， 得 到 
工业 + 一 TA*[ 脂 ,， Y= [rAdA, j=0 {fn 1 
因此 ,从 引 理 工 知道 4 是 震 和 项 的 。 证 上 圩 
定理 2 加 果 gl( 玉 ) 之 子 环 5 在 严 上 是 完全 可 狗 的 ; 旭 8 之 
根基 %i 和 8 之 中 心 i 弟 一 致 的 , 序 站 =i， 
耳 骨 由 引 理 2 及 822.1 之 亲 1, 有 fs, gmni= 如 现在 
证 明 , 如果 贡 禾 3, 世 必 产生 子 盾 。 由 于 妇 /3* {0} 是 可 解 的 , 所 以 
有 满足 ( 泊 六 号 = 但} 和 (R83) {0} 的 上 站， 只 “二 一 0 
则 因 NW%c3, 所 以 fa, 9j cs, 因此 ，[a mc tg, g] Nn3= {0}， 本 一 
序 [a, 9] ~ {0}， 和 但 [a, 8] .之 任何 元 素 都 是 守 雾 的 缆 性 丙 射 。 事 
实 上 ,如 果 把 4€ [a, 9] 写 友 .4 一 立 [L4， 王 让 (dE i 0 9)， 则 
由 Tr4 一 0 及 fa, 9] 一 {0} 可 以 得 到 ” 。 。 
TrArti— Sr ds 吉 | 一 > Trld., | 访 ! 一 
(lA 一 1, n=dim FF),， 因而 ， 人 4 是 宕 等 的 。 再 由 $22.1] 萎 系 


a 
= 
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41, 有 [a; 8] 一 他 ， 亦 印 aci . 因此, DC3 “这 和 ( 抽 /8) 
{0} 子 盾 。 : 狂 些 
定理 3 (Lie) 上 股 9g 是 0 上 的 可 解 Lie 环 ，(p, 了 ) 是 它 的 未 
更 。 则 eEF ge 天 0 醒 必 所 架 成 的 也 之 于 痊 间 是 8 不 之 的 ， 即 
P(X) {eC {el} (EQ. 
卫 明 ”从 玉 之 g- 不 变 子 窒 间 品 夫 人) 中 ,选取 dim U 7 最 小 的 


一 个 , 记 做 UU。(p, 太 ). 在 事 上 引出 的 索 现 pv, 根据 口 之 取 法 , 知 


省 它 是 锋 航 的 。 因此 , .pr 是 完全 可 煌 的 。 从 定理 2 知 ， prtg 和 和 
它 的 中 心 是 一 致 的 。 亦 艺 是 可 米 的 。- 因 此 ,由 Sohur 多 引 理 人 站 可 
过 得 出 dim UU 二 4， i U 的 任 间 元帝 (0) 取 作 e， 就 得 测定 理 


的 证 明 。， 证 霜 
“ 渤 夫 1 对 于 实数 体 五 .上 的 可 解 Lie 环 bg 当 有 在 五 下 的 网 是 空间 作 其 
雪 现 时 ;此 事实 未 必 有 成 并 。 


注 孜 2 在 Lie 定理 内 ,以 
p(De=zGDe， a(X) EC Xe 1 
这 里 的 a 是 在 8 上 定义 是 取 复数 值 的 醒 数 , 也 就 是 8 上 的 焰 性 形式 。 事 
详 上 ， 
a Tt)e=p(R+tnT}e mp (De tp(Y)e= (hal) 十 Are 了 ))e。 
轩 此 ;有 a TT = Fa AEUX,YEN). 
和 对 于 C0. 上 的 可 解 Lie 环 9 之 表现 (pnp, 玉 ) ， 如 适当 地 取 
之 共用 6a， 6 有 则 站 人 之 二 障 (oa 二 )) 策 旦 | 
0 (>. 


i [| 


尔 即 短 阵 示 取 形式 
| 和 莹 
QD 
000...... |， 


个 和 姑 考 代数 学 3 $ 26。 
! A 


“个 


oi 


和 站 可 和解 Lte 环 上 生生 村 ie 环 的 形 现 i128 
丁 明 使 p( 信 )er 一 al( 广 je (ax( 访 )EO, 卫 Eg) 成 八 的 天 0 
取 定 后 ,对 于 VV / {ei}; 利 用 1ie 定 理 选 取 使 P(XY)es 二 2a 六)a(Imod ey) 
(qa( 玉 ) EO, 下 GE 的 成立 的 ss， 这 里 的 0s 才 0 (mode)， 照 此 全 
次 进行 下 去 , 就 得 出 一 系列 的 &,，…; e (和 定理 荆 之 溺 ? 
同样 ) 。 ”证 此 
3. 未 性 映射 所 引 赵 的 特征 室 关 之 分 解 
融和 是 CO 上 的 向 晤 空间 ,mn 一 dim 了 ,4 为 之 线性 英 射 : 
A4E91(F). 诅 工 是 V 之 镭 等 映射 , 4 为 复数 , 如 以 
z Vd ao) = {EF; (4 一 6 站) 各 一 人 里， 
则 六 (4, a) 是 天 之 子 空间 , 称 为 关于 a 的 4 之 特征 室 间 。 对 于 
这 特征 空间 ,列举 出 线性 代数 学 驳 识 知 的 基本 性 质 如 下 GQ 
-1). 当 a 权 羽 是 4 的 特征 值 时 , 六 (4, a) 了 {0}， 
( 久 如 4 之 不 同 的 特征 什 是 a,…; or, 期 
=V(4, on 十 … 十 (4 er) 《〈 直 和 )， 
(3) BESIP) 和 和 可 换 时 , 旧 B'V(4, a} CCV(4, a)， 
(4) 4 在 六 (4, am) 上 之 特征 秆 只 限于 mG 一 1,…, 入， 分 
解 (2) 称 为 六 关于 4 之 特征 准则 分 解 。 z 
(5) 对 于 某 一 自然 数 1 如 果 (4 一 a7) 吕 -0 成 立 , 则 2 属于 
Vid, ao), 
(6) 如 果 4 的 对 角 化 是 可 能 的 ( 序 对 于 下 之 适当 基 司 ， 4 之 
甜 阵 作 为 对 角 敌 阵 ), 划 
* VA, on frE 六 一 al)o=0) , 
4 震 零 Lie 环 之 严 现 及 其 权 
肯 了 是 0. 上 的 寞 喜 Lie 环 ，(p, 是 它 的 表现 。 对 于 上 
定义 的 复数 秆 画 数 ,我 们 记 玉 (pC), XCH)) (五 ‘EY 杂 体 之 共 
本 部 分 为 V7,, 朗 
类 ”和 枯 若 * 代 数学 ?3 $14,15, 


昌 


和 
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= [ed (PAH) 和 (好 站。 


VV; 是 六 的 子 突 间 。 以 下 本 说 明 术 ; 是 三 不 奕 的 。 这 只 变 秀 说 表 ， 
对 了 村 任意 复数 mw， 六 (pp( 吾 ), 9) 是 日 让 (因为 六 是 
这 些 子 空间 之 交 介 )。 而 要 霓 明 这 一 事实 ， 只 要 说 明 对 二 
2EV (p( 日 ), om，4E5， 取 充分 大 的 自然 数 不 ,能 使 {np(H) - 
ozp( 人 一 口 腕 站 就 可 忆 了 。 首先 ， 让 我 们 证 月” ““ 


(PIH) 一 op 一 > (je ed) 4) PE 


(2=1, 2,.……). (22.1) 
事实 上 7 当 wy== 工 灶 ， 由 公式 p(TH, AA1}=[p(H}~pl» p(4)] 
”知道 他 


(p(H) -amDp(4) 一 PC4) (p(H) —al) +p(ad(H)A) ~. 
成 立 。 旨 在 代 蔽 "的 时 候 也 成 立 ,那么 ,由 上 面 的 公式 得 
(6() 一 emp(d) 


= (pH aD pod HY'A) (pH aD 


t= 


= > (7) {plad( H)'A) (pH) --a7) 


tpodtH A (pH) 一 GT 


(Vplad tH)'A) (pH) 一 at 


1 
让 一 “ 


+ Epa A (BE raDe 


= (H+; ”1 ))pled H)h) (p(H) —aD + 
+ptA) (pH) —aD) +i.p (od (HY"+1A) 
. utl S(t )oled (HH):4) (oH 一 站 1 


这 意味 着 公式 在 > 十 1 时 也 成 着， 因此,(22.1) 癌 于 任何 白 然 数 > 


" 
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是 成 立 多 。 了 再 凡 dimTF = 一 ”dimg 一 >， 本 od(H)'=0;.(p(H) 
一 7)*w=0 (weEV (lp( 旭 ,0))， 因 距 ,从 到 式 (22.1) 得 (pCH) 
一 27) "rp(4)w 一 0 。 这 样 就 说 明了 六 Cp( 吾 ), 0) 是 不 变 的 
其 次 ,发 大. 关 10}. 其 中 小 实 际 是 9 上 的 机 性 形式 , 而 且 在 
六 、 办 ,适当 地 取 元 染 e 天 0 时 ,可 以 使 
-p(tH)e 一 M(H)e 《对 于 各 五 E 拉 ， 1 (名. 六 
事实 上 ,由 Lie 定理 知道 , 在 FV 内 有 元 天 e 关 0, 对 于 各 五 E5， 使 
ok 瑟 ) fc te 成 让。 这 就 是 说 , p()e 具有 ows lmaE 0) 这 样 的 
形式 。asr 构 盛 p( 吾 } 之 特征 值 ，。 楼 成 特征 向 量 。 但 是 pCH) 在 
上 除了 和 CHD 之 外 , 没有 其 他 的 特征 秆 % 所 以 , gs 一 (HH)。 因 
此 - 
plH)e—%(HYe (HED). 。 
从 而 推 知 和 (再 ) 是 上 上 的 各 性 形式 [§ 22.2 之 注意 中]. 六, 和 0 
时 ,6 上 的 米 性 形式 和 称 为 关于 表现 (p,， 了 之 权 (weight)。. 
满足 (2.2 的 向 量 sEVF; 有 0 称 为 关于 这 个 权 的 转 征 向 看。 又 
V, 称 为 关于 权 和 的 转 征 宰 了 天 。 dim 大 称 为 权 :的 重复 度 。 
”定理 4 C_ 上 的 埋 零 Lie 环 ] 的 衣 现 为 (p, 六 ) ,4 关于 它 的 权 
的 个 数 是 有 限 的 , 记 坟 加 入;， 央 
: 六 = 了 基 十 … 上 十 记 ， (十 和 ) 
征明 认为 ,，…; hw 是 不 局 的 权 ， p= 1 Mh) 是 日 上 的 
多 项 式 ( 朗 根据 之 基底 五 …, 吾 ,, 当 昌 之 元 素 五 可 以 写成 
入 =2& 时 , 8 是 名， 之 多 项 式 ) ,而 且 gs 0 因此, 如 
取 4E8 司 ptd) 呈 0， 惠 NA GL<i< ys 人， 从 而 根据 
.§22.8 和 | 
pV (pCAY, MAN Ft (Cpl), hplA)) 
是 资 和 |。 由 于 PV pLd) ,A(4)) ,因而 
Vt Tha 


所 
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也 是 站 和 。 由 此 (从 Qim 亚 =#<eco) 可 知 , 权 最 允 是 多 个 。 

其次 , 当 和 就 关于 (p ,六 ) 的 权 之 全体 依 裕 变动 时 , 南 证 
习 术 = 三， 关于 wm 一 dim 矿 , 利用 归 烛 注 去 刘 明 。n~ 工 时 是 明显 
的 。 现 在 假 坑 直 冶 ”一 工时 也 是 成 立 的 , 我们 要 证 在 % 的 时 懂 也 成 
立 。 为 此 ,对 以 下 两 种 可 能 情况 分 草 进行 讨论 。 

C1) 对 于 各 互 Eb, p{ 吾 ) 之 特征 值 只 有 有 一 个 中 情 融 。 剖 
p( 了 H) 之 特征 值 是 x*( 瑟 ) , 旧 因 =V(p(H), wx( 晶 )) (FE) 
有 六。。( 这 时 , 权 只 有 一 个 %.) 

(2) 对 于 某 -个 囊 JE8，p(CE 之 特征 值 有 二 个 以 上 的 情况 。 


关于 p(Bo) 之 特征 空 硕 , 对 玉 进行 分 解 , 郎 严 ~ 习 世 .由 玉 世 是 
站 一 不 弯 的， vv 宇 2, 关税， 所 局 dim U<dim 太一 工 3) 
因此 , 我 们 由 归 业 法 中 的 假 贞 ,就 4 在 UV, 上 之 表现 面 论 ;, 有 
= 次 (DD, (总 和 是 就 权 之 至 体 进行 的 。 因 此, 了 =20s 


= 避 (0D 再 由 (DD) ,CT 就 得 到 六 一 7， ”证 笛 


定理 和 之 分 解 称 为 了 关于 6 和 p 之 特征 塞 闻 分 解 。 

5，Lie 环 关 于 幕 老 子 环 的 分 解 

对 OO. 上 Lie 丈 g 之 党 老子 环 晶 们 } ,考虑 了 在 6 内 的 伸 随 表 
现 。 这 时 , 等 划 把 .之 权 称 做 9 美 于 的 查 (root) 。 对 于 它 进 行 
”各 S22.4 酚 所 述 的 特征 空间 牙 解 ( 坚 一 dim g) ,分 解 的 类 果 议 为 

9B os— {KES; (od(H) -NET "下 一 0( 瑟 E 人 }。 

根 之 中 几 有 等 于 0 的 。 实 际 上 , 因为 和 是 祝 雪 的, 故 若 以 
dim 一 *， 虽 | ad( 百 )' 吾 ' 一 0( ,Hi'E 巷 ， 因 而 9cCgo， 所 以 
go 关 {0} 。 这 就 是 说 0 是 一 个 根 。 _ 

特 湖 ， 当 和 =o 成 站 上 时， 之 需 宕 于 未 日 称 为 go 之 Cartan 
于 丈 。 

定理 5 起 上 Lie a 关于 等 需 了 水 6 的 特征 空间 分 解 是 
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对 


t= VCOgo), 
(I [qe ge 和 grey 特别 有 [go 9x] 叶 9s, 这 里 的 90 是 子 环 ;} 
(2) 裔 0p, 了 了) 是 6 之 表现 ,这 种 表现 限制 于 0 :上 ,因而 导出 
了 5 的 表现 (p, 门 。 在 拒 上 醒 进 行 
lV = 
基于 日 之 特征 等 间 耸 稻 , 则 
pF CV ue. 

(8) 对 于 根 a 及 6B, 如 有 wu 十 BzU， 则 对 于 gs 之 Kiliing 形 

式 五 ,有 
B(X, PF)=0 (XEgs, FEda). 

(4) 徊 果 『[ 慎 , go] 忆 go; 别 革 Eg 属于 go， 

(5) 如 果 五 Ef H'EDb, 风 BCH, 如 ) 一 之 和 et 有 Ja 人 3。 
这 里 的 ?一 下 上 ge。 

陈 明 (2) 届 天 Eggey 和 $$ 中 ,4 的 (32.,1) 同 样 处 理 ， 
则 有 

(pA) +o) (HD)'p( FE) 

= Si (plaad(H) —al) ER) (p(B) -XH)) 
(y=0, 1, 2,.…) 

成 立 ,把 ”取得 充分 大 , 可 以 使 者 边 等 于 0, 因而 , p(X)wEVsvo. 

(把 6 取 作 是 8 之 作 随 表现 , 则 由 忆 ) 得 出 \。 

(3) 坝 瑟 所 go 王 Egey 出 (得 

本 
如 果 十 吕 尖 0， 划 国 根 之 个 数 是 有 限 的 ; 其 以 当 v 取 得 充分 大 时 ， 
对 于 某 一 个 根 ?， 可 以 使 gy: vers 二 划 }。 因 此, (ed ad 7 
= {0}。 这 意味 着 a4(X) mdlY 了 ) 是 知 替 的 ,因而 有 
B(X, P)=—TradlX)ad(Y) =0, 


一 
一 
7 
4 
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(4) 1 芷 一 之 在 (esEgaj， 划 果 邓 于 有 一 个 神 mw 下 0 有 
区 0,; 币 有 各 EW 僵 aoCH) 关 0 。， 册 于 上 夺 ， |] 一 之 [HH， 了 
0 于) 在 go 二 之 特征 依 只 有 cot 如 ) 的 原 玻 ; 94( 占 ) 在 0s。 上 的 
行列 式 不 等 于 0. 国 此 ，[ 娓 , 天 关 0， 亦 序 [LE 和] 区 oo, 这 
和 |[ 尝 ，9oj]Cgo 池 古 。 所 以 加 有 a0, 央 必 入 守 一， 因此 ， 
丰 世 o. 

iB) zat 有 及) 之 特征 慎 在 各 gs .上 是 由 ci 二) (ra 利根 ;等 所 粗 
蒋 约 ,有 时 此 ,44( 有 ) 之 特征 值 和 由 Q 寻 ) ”ms 生根 ;等 和 组成。 于是. 

BH, BH) =Tr ad(H) no), 


从 此 祥和 到 
BH, NH! = {BH +H', H+H) LB(H, HY-BOUT', HN} 


= 5 Ena 1H HN a(H) -alH)’ 
= Na FH at), 证 毕 


868， Cartan 子 环 之 存在 性 及 正则 元 案 

取 口 上 土 Lie 杯 8 之 任意 基底 了 pv， 于 ,。 0 之 元素 
于 = > 5 的 Rilling 多 项 式 记 做 Pi; 让) =det (tT 一 a0 (XX))， 
如 时 以 ' 

PIN) = EE oo ET, 1 EN), 
则 ortEy EE") 如 关于 各 ;之 0 一 次 多 项 式 ， 当 使 
作为 各 ,如 之 多 询 式 看 待 ) 的 最 小 宇 秆 如 

作 了 盯 ,有 

有) 一 站 二 oo 人 
如果 oa 下 关 0， 前 在 9g 之 件 怖 表 现下 ，4d{ 斑 ) 关于 特征 
全 0 的 特征 实 间 9g(ed(X), 0) 的 杂 数 等 于 有 如果 ow( 旭 ，…， 
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#5) 一 0 有 dim gtad( 革 0) 半 l， 因 此 ,由 
1 = min dim g (ad( ¥), 0) 


所 糙 定 。 出 于 芋 €g (048d( 诈 ) ,中 ,所 以 ?>1. 7 称 为 上 之 秩 数 
rang)。 当 1=dimg(lad(A4), 0) 有 时， 称 4 为 日 之 正则 元 夺 
{TeryU]laF element), 

定理 6 C 上 Lie 环 g 之 正则 元 素 为 4, 由 和 女 租 成 的 子 环 记 以 
b, 即 b=-{a4d; aE 0 (因此 ,b 日 是 一 条 的 可 换 环 ) 。 性 GE 关于 日 之 


特征 空 半分 解 基 
可 一 一 之 Yo， hgo, 


则 go 是 雷 堆 子 环 ,而 且 是 Cartan 子 症 。 


旺 明 显然 ,go 一 6(tadtd 由。 设 名 之 基 语 是 4， …， 上 
人 是 g 之 秩 数 , 生 一 分 ， 对 于 人 之 元 环 居 = 辣 wdo od(X) 在 了 
上 所 导 下 出 的 禾 性 鼎 于 之 内 征 多 项 式 设 为 Pelt; 广 )， 则 

PG; X)~ I PG;T). 
现 将 Fe(0; 互 ) 写成 Ds(X), 那么，Da(Y) 是 信 ,…, 人 ?的 多 项 
式 ,号 成 D1= Dp, 9 9 。 如 20, A 在 Ue 圭 不 具有 0 
和 这样 的 特征 什 ， 因此 ， Da tA) 一 上 1， 0, ~ 0) 不 等 于 U0, 太 员 ， 
多 项 式 D( 叶 ，… ,7) (x0) 不 会 程 等 于 0， 因此 ,各 以 
PU 条 ) = HH Del, 本 祥 ] ， 


则 多 项 式 p(wY，…, 区 不 恒 等 于 0。 对 于 那些 使 p( 字 ，…, ?7) 0 


的 任意 复数 学， …, of 作文 = 辣 m4。 后 者 对 于 各 ax0 满足 


(六 ) 0， 这 就 是 襄 P(t; 了 Y) 不 具有 t=0 这 样 的 根 。 因 此 ， 


ed( 于 ) 在 ga(a 交 0) 上 不 具有 特征 值 0， 于 是 8 Cad(X), 0) cgo; 


.及 因为 dim ge= 是 8 的 牧 数 , 所 以 dim ga 00) =dim go; 


亦 印 6 (cd CC) ，0) = ge。 从 此 推 得 Poli; 卫 ) 一 声威 立 。 这 就 是 说 ， 
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和 如果 站 (9 和) 天 0 区 Po 情诗 ) 一 让。 (22.3) 
在 Pott; 下 ) 内 ,之 生涯 的 系数 是 关于 训 ，… ”的 多 项 式 ， 因 
此 , 由 《22.3) (利用 代数 学 里 熟知 的 定理 ) 扒 得, 对 于 所 有 和 腥 数 
Pot; 玉 ) 一 如 成 立 。 这 谣 音 际 着 , 在 go 的 件 随 表现 下 ， 
ge 之 象 是 客 圭 总 性 这 射 。 因此, 由 Engsl 定理 知 ，go 是 手 雪 ie 
环 。 上 以 下 再 证 go 是 Oartan 子 环 。 要 说明 这 桩 事实 , 只 要 能 鹃 曙 
对 于 go 之 各 元 素 互 ， 满 足 扫 ( 瑟 J" 了 一 0 的 了 属于 就 好 了 (这 
里 的 n=dimg)。 把 了 写成 了 = 和 了 了 Ge ga) ， 基 | 
ad (A) PT ~ Badd) "Y=0. 


因此 , ad({4)" 了 ,二 0 在 各 个 根 a 上 是 兢 立 的 。 如 cz 和 0 0244 在 

gx 上 的 行刑 式 不 等 于 0， 那 末 ,， 从 (ds 一 0 就 推 得 了。 一 0. 

于 是 上 上 一 上 6 人 gn,， 证 过 
关于 复数 体 0O 上 Lie 球 g 的 Qartan 子 环 ， 有 如 下 的 主要 定 

理 , 这 里 不 加 证 明光。 

”定理 7 CO 上 Lie 环 9 的 尾音 Qartan 子 环 9 必 舍 有 某 一 正则 
元 素 了 , 使 =g(ad(4), 0)， 对 于 5 的 任意 两 个 Qartan 子 环 训 
与 hs， 有 4 之 自 辐 构 对 应 8 存在 ( 即 由 4 投向 8g. 上 的 同 构 对 应 )， 
本 3091) 二 fs .事实 上 具有 形式 
" DP—expad(X1). 0D ad{ TT,). 

这 里 的 天 1 pp 在 ,E8901 全 稳 是 茹 等 的 。 


523 Lie 环 的 自 同 构 与 求 导 运算 子 


1. 自 同 构 z , 
所 请 复数 体 忆 .上 Lie 环 上 之 自 同 档 , 指 的 是 由 8 找 同 8. 上 的 
同 构 虑 射 。9 之 自 同 档 全 体 显然 钥 成 G6) 之子 群 , 记 为 gj。 


大 填 时 上 见地 束 立 献 责 ， 蜗 :DGheraleyf3]， 或 极 和 总 Pd ,到 731。 


#33 ie 环 的 上 月 间断 与 求 导 运算 子 197 


事实 上 , GL(9) 对 于 (1 2) 型 的 张 量 空间 to 一 000"G99” 起 着 如 
下 的 作用 :对 于 t 一 了 的 f0O09E 3 以 及 斑 EQLI9) 规定 
Eg), 
由 于 9 之 变换 子 积 是 用 gxg 授 疝 8 中 去 的 一 种 双 线 性 映射 .因此 
可 当 把 它 当 做 是 中里 的 元 素 ( 和 5 并.8 的 例 1, 2 同样 地 进行 } ， 
记 咸 t， 那 么 四 
ttA, BI=[A, B] (A, BEQ), 
从 简章 的 计算 知道 ,对 于 EGLO)， 
(CED Ad, B= Nd, X11B))S = ,BI 
洲 六。 因此 , 三 EA4(t0) 的 第 件 : 上 有 4， 下 一 有 一 下 一 [44， 吾 4 
一 下 人 人 4) (4A4Eg, BEg) 儿 价 于 (下 (，B)=t(i4,B) 
(4Eg, BEg9)、 世 就 是 等 价 于 于 尼 二 #。 因此 ,4 (90) 是 守之 男 定 
群 。 由 8 10.2 知道 , 它 是 LC0) 之 Lie 子 群 。 称 4(9) 为 & 之 自 
同 构 群 (automorphism roup) o 
2. 求 导 运 罩 子 
就 求 g 之 自 同 攀 群 4(9) 的 Lie 狐 有 .多 是 g1(g) 之 于 环 。 
从 $15.2 知道, DE 91(9) 属于 光 的 荣 件 是 
expiDE AG) (—co<t<o0), 
这 就 是 说 
‘exp tD){A, Bl = exzptDrA, exptD-:BI (4A, BEeg). 
要 这 式 碟 立 , 基 必要 与 席 牙 的 条 件 和 站 切 .3 的 例 3 一 样 ,是 
DiLA, BD)=[DA, 8 十 [4 DB (4d, BEg), (2 路. 
满足 (28.1) 的 DE gl(g) 称 为 Lie 环 9 之 求 导 运 算 子 ,或 简称 为 
囊 导 (derivation)。 洗 称 做 9g 之 求 导 Lie 环 (derivation Lae 
algebra) 。 | | 
由 8 之 元 素 在 ,按照 | 
Dz(A)}=[X, A] {4EW; 


he 


王 本 = 一 一 下山 mm 一 一 mr 一 一 一 一 一 一 = 
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可 作出 4 之 求 导 Dx。 事 实 上 ,由 Dz([4, B])=[X, [4,B]] 
= [[ 天 , 4]; B] 十 [4, [ 节 ，B]] (Jacoti 法 则 ) ,名 得 Dx([ 生 , B]) 
[Dz4， Bl 十 [4, Dz8] .各 用 件 随 表现 的 记号 , 友 写 成 
Dz=ad(X)。 Dz (XE 和 这 种 形式 的 求 她 称 为 9 之 内 部 求 导 
(inner derivation) - 内 部 求 导 之 丛林 总 成 言 。 关 访 一 9000)。， 导 
显然 是 人 D 之 子 空间 , 而 且 是 了 D 之 理想 子 环 ， 事实 上 , 如 时 
DED, DrES, MM 对 于 .AEa, 有 
[D, DzrltA)= (DD — DD) (A)=D([T, 41) — [ZX, DA] 
、 二 [DX, 4]. 

亦 郎 ，[ 万 ，sq 二] 一 上 04 人 本) ，。 从 而 得 到 [局 志 党。 正如 
人) :对 应 于 必 一 样 ,我 位 把 对 应 于 广 的 409) 之 巡 通 Lie 子 群 号 
做 工 g) , 称 为 和 之 内 部 自 辐 构 党 末代 天 和。 T(g) 之 元 圳 吓 做 g 之 
内 部 自 周 构 。 

下 面 沐 述 寺 后 破 用 漳 的 一 个 求 守 定理 。 

定理 1 膝 DD 是 0 上 Lie 环 g 的 求 导 运算 子 (简称 为 求 导 )， 
由 也 所 鉴 生 的 g 之 特征 空 于 分 解 设 为 8 一 王 8(D,，o) ,对 于 各 ao, 以 

DY=ai, {EatD, om)) 

来 规定 记 E9ltw), 则 让 也 是 9 之 求 导 。 

证 明 由 疡 之 定义 容易 知道 ， 

(DD, = {EQ DX=aX}. 

如果 上 芋 亡 吕 ,2 ， 了 0D, 户 ， 和 § 避 .6 定理 5 的 (2 之 症 明 
一 祥 , 可 本 [ 蔚 , 了 JEg(D, a 二 8)， 从 而 得 到 

ML¥, FD=(atA [XY, Y=[a¥, FI 二 [XX, BY] 

=[D XY, Fi 二 +[X, DY], (23.2) 


电 这 里 就 知道 , DD 成 为 9 之 求 导 。 (由 于 之 g(D， 02} 一 4， 对 于 gg .- 


之 各 于 与 了 ，(28.2) 成 立 o) 证 些 
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在 这 章 里 ,首先 似 壕 秆 单纯 性 之 Cartan 币 定 条 件 ,其 次 ,利用 
Cartan 子 环 对 个 单 施 Lie 环 进行 秀 解 , 对 这 种 分 解 的 性 质 , 尤其 
是 对 根 和 柔和 禄 的 基本 条 等 的 性 质 加 以 天 述 ， 为 后 章 介 服 分 类 之 理 
论 、 表现 论 之 基础 等 作 准 备 。 最 后 , 利用 椒 基本 和 对 来 说明 咎 单纯 
Lis 环 之 单 生 性 的 判定 条 件 。 


§ 34 CQartan 的 判定 条 任 


苹 币 定 在 复数 体 C 上 糙 定 的 Lie 环 外 是 不 是 站 单 秀 的 , 就 强 

先 求 则 f 之 根基 全, 然后 再 区 定 外 是 否 为 0, 但 这 样 做 不 是 容易 
的 。 下 面 我 们 介绍 Oartan 的 刊 定 条 件 , 它 是 利用 9 的 Killing 形 
式 素 进行 判定 的 。 
”定理 1 0 _ 上 之 Lie 环 4 (了 上 之 Lie 环 也 行 ) 成 为 定单 生 的 
必要 与 充分 条 件 是 6 之 Killing 形式 B( 玉 ,了 ) 为 非 进化 的 (non- 
degenerated) 。 也 就 是 认 , 对 于 上 之 基底 五， …, XX,, 行列 式 det 
(8( 六 也)) 不 等 于 00artan 之 刊 定 案件 ) 。 

是 明 瞪 Rilling 形式 B(X, 了) 是 非 授 化 的 , 这 等 于 说 , 满 

中 
如 dd XX)=0 (对 于 各 六 全 轴 ) 
的 4E4 只 限于 是 0， 如 果 fg 具有 不 是 0 的 根基 中 时, 虽 有 使 
久 二 六 二 07， 一 了 {0} 
成 立 的 自然 数 革 存在 -以 8 一 o 阳 aa 是 上 之 理想 子 环 , 且 [ayo 
一 从, 仿 性 党 取 AE0, 久 Eg, 央 对 于 性 何 YEq, edd)adt 人 XD 了 
一 ad(d}ad( 卫 ) [4[, 了 ] 成 为 0. 实际 上 , 由 于 ad(X)[4， 
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{[ ,天 ]] 和 cd aa 因而 有 
(ad (A)ad (KIPY ELA, oj = {0}, 
因此 ,edCd)ad(Z) 是 堵 孝 的 ,其 所 有 特征 值 都 是 0， 从 而 
BlAd, KE}=Trad{( dad(X}y=0 (AEunu, XEY). 
由 于 B( 有 ZX, 了) 不 是 退化 的 ， 因 此 4=0, 于 是 = {0}， 这 样 就 产 
生 了 耶 慎 。 因 此 ,很 基 叶 是 0. z 
反之 ,如 果 轩 是 0, 由 此 证 明 B(X,， 了 ) 不 是 进化 的 。 这 一 广 
了 明 人 凡夫 沉 长 ,因此 , 只 把 放 明 的 思 跳 加] 襄 朋 而 略 去 关节 。 为 寻 ， 
需要 导入 以 下 的 基本 引 理 ， 
引 理 二 如 果 在 0 上 有 限 维 的 向量 空 闻 玉 ， 则 当 玉 上 的 嫉 
性 Lie 环 4 具有 性 质 
Tr AB 一 0 《对 于 任何 4, BE 4Q) 
时 , 4 是 可 解 的 。( 证 略 昌 ) 
引 悍 2 设 0O. 上 的 Lie 环 8 有 理想 子 环 2, 9 与 4 的 Kiling 
形式 各 为 (TT, 了) 与 B,( 证 ， 了) , 则 
BIE, T=B(tt, TY, YEea). 
征明 取 a 之 基底 五,…, 豆 , 扩充 它 使 之 组 成 的 基底 
页 这 种 基底 下 , 设 ad( 开 ) ，ad(F) (EE a) 
之 短 陈 形式 分 别 是 
nd (XK) DBE) DY) Xm Ea (DE 
划 由 于 af (于) =af (= 二 0 二 1 = 二 1 从 所 以 
B(F, YT) =D OF) BX, Y), 
z 证 毕 
定理 的 酥 明 ”和 如 BL 了) 不 是 进化 的 ,以 
二 {Ed BA 二 0 {对 于 任意 寞 ED}， 
地 对 书 未 立 献 [2 之 匡 工 ， 
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则 5 关 {0}，t 是 之 理想 了 千 环 。 事 实 上 ,加 4Ea 二 Egg 则 对 了 于 
各 了 Eg 有 

BIA, FITY= BA,[R, PFI) -0. 
因此 , [4 ,了 jEn, 亲 [a 8]Ca， 由 3 引 理 2, 荐 4, BEn, 则 有 
B.(4, 本 = 了 BCd4，B)=0。 从此, 如 果 把 “之 伴随 表现 记 为 p, 把 


na 之 中 心 瑟 为 a， 草根 据 引 理 T, p (0) 之 oj/ 是 可 解 的 , 于 是 a 是 6 


之 可 解 理 想 子 环 , 而 8 是 千 单 就 Lie 环 。 证 举 

定理 中 如 果 9 是 复数 体 C 上 的 补 章 楼 Lis 环 , 剧 存在 9 之 理 
臣子 环 gi1，…',， dr 满足 下面 的 人) 与 (2)。 

(C1) 二 山寺 下 十 ( 秆 和 )， 

(2) 所 有 的 gf 都 是 非 可 换 的 单 Lie 环 。 
这 样 的 理想 子 环 91，…，9r 除 顺 序 人 外 是 唯一 确定 的 ，… 人称 为 
0 之 单纯 戌 分 )。f 和 季 的 导出 环 是 一 致 的 ,部 fk= [9， 的 。 

钙 明 ”首先 证 是 8 之 伴 彤 玲 现 是 完全 可 徇 的 。 为 此 ， 只 要 能 
就 胃 对 于 5g 之 性 意 理 想 子 环 a, 有 使 0 一 a 十 以 直 和 ) 成 站 的 89 之 另 


一 理想 子 环 了 存在 就 好 了 。 和 加 以 5= {YEg; 如 (了 ，4) 一 0 (对 于 


各 4ED}, 天 6 是 8 之 理想 子 环 。 下 是 因为 当 了 Eb, 尺 Eg 时 ,用 
BLY; 3],4) =B(Y, [IX, A))—0 (4E€a) 
成 阐 。 由 于 B 不 是 温 化 的 ,根据 矿 性 方程 理论 ,有 
dim ao-dim b=dim 9a, (24.1) 
男 一 方面 ,如 单 凡 i 二 ab, 有 居 证 ,了 Ei 时 , BLX, 了 })=0.， 因此 ， 
和 定理 工 就 明之 后 半 部 的 情形 一 样 ， 故 知 i 是 可 解 理 想 子 环 。 因 
而 i= {0}， 从 此 ,由 (24. 巧 可 以 写成 09=aT5 ( 直 和 ) 。 
这 样 衣 来 , 由 于 伞 随 表现 是 洗 从 可 和 构 的 , 因此 , 9 可 由 伞 随 表 
惠 之 谣 困 不 变 子 容 间 gr 0 的 直 和 组成, 那 就 是 设 ， 
全 下 二 一 一 人 fa 是 9 之 理想 于 未 ， 
满足 9 如 6 计 {0} 的 8 之 理 起子 环 6 不 存在 。- 
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从 而 ;有 [os 的 安生 站 人 一 40 直到 力 。 此 外 , 9 是 非 可 换 的 章 纯 [Lie 
环 。 实 际 上 ，, fg 之 理想 子 环 了 必定 是 0 之 理想 子 环 , 因为 [&, D] 
= [8 外 十 … 土 [97; 门 二 人 0 ICb.。 因此 ,了 二 ;或 b= 们 } ,于 

是 9 是 单纯 的 。 允 由 于 9 是 千 单 纯 的 ,因而 全 是 非 可 换 的 。 从 此 
推 笠 [9， 对 ] 一 gr。 于 是 我 们 得 出 。 


_[g; 9] -Ie 9 = [a3, gz Tor -。 d= 


最 后 , 假 股 有 9 之 理想 子 环 hy (天 0) ,有 生 &48 二 如 十 … 填 昌 
(站 和 ) , 如果 各 所 是 单 引 的 ,我 们 来 谣 表 8 二 7 且 际 闫 序 人 外 ,91,*…， 
hh, 和 和 61 ， :ry Or 是 一 - 致 拘 。 由 于 

= [a t= [0 9 [Lb 0 {0}, 

所 以 ,使 站 和 到 {0} 的 ?一定 存 答 。 芭 和 由 于 

10} 尖 [By, gj CCBN mn, 
所 以 1b;, or) =b; = 
因此 ,每 一 个 g 都 和 荣 一 个 Bj 是 一 至 的 。 取 适当 的 闫 序 使 

= 一 二 
草 ”= 上 gr 人 ry 十 … 十 所 

底 为 家 和 , 庚 俯 7 一 5,， z 证 过 


$5 企 单 钙 Lie 环 的 Cartan 子 环 


L， 求 导 与 区 部 求 导 
.定理 1 复数 体 CO 上 的 站 单纯 Lie 环 6 之 求 导 一 定 是 两 部 
求 导 。 和 
枉 明 谈 刀 是 g 之 求 导 。 由 于 f 之 iing 形式 好 是 非 授 
伦 的 ,所 以 对 于 各 王公 9 使 
TD 一 下 (4 三) 
成 立 的 4EE 是 瞧 一 存在 的 。 因 此 ， 只 要 甬 改 明 也 = aodg(4) 就 好 


汪汪 
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了 。 为 此 ， 双 只 要 衣 曙 由 于 了 之 非 运 化 性 ， 对 于 各 全, 了 Eg 有 
B(DRE, 了 了) 一 Bed(A) 于 ,了 ) 成 站 就 可 以 了 。 由 于 [了 D， CE) 
一 a0(D 开 ) (8 23.2) ,所 以 有 

BIDE, P=TraodtDi) ad = Tr[D, aalX) Jatt?) 

=—Tr Dfaed(ti), ad) 
—1Tr Dad([X, FlY=B(A,[X, YY})) 
. =—B{[4, Xl,Y)=B(d(4) TE, 7). 证 毕 

2. Cartan 于 环 的 性 质 

珊 C 上 之 补 单亲 Lie 环 8 关 于 由 Cartan 子 环 所 底 的 特征 
空间 进行 分 解 

一 go 十 ge 十 ge 十 … 十 gy 《go 一 的 。 
必 下 很 定 g 以 及 这 种 分 解 是 困 定 的 。 和 关于 了 的 概 简 称 为 概 。 
生肉 %n=dim g, £1=dim hb, 

定理 2 对 于 6 之 和 元素 五 , az (二 ) 是 可 对 角 化 的 线性 映射 
从 而 ,对 于 gs 之 每 一 元 素 万, 有 [五 ， 瑟 ]=a( 瑟 ) 工 。 

焉 明 ” 因 每 一 个 gs 在 ed{( 吾 ) 下 是 不 变 的 , 所 以 车 把 每 一 go 
再 加 以 秋分 , 就 变 成 是 由 od( 吾 ) 所 生 的 6 之 蛙 征 空间 分 解 。 若 对 
于 各 0, 禄 把 DD E91l(9) 规定 为 Dt) 一 at 五 ) 吾 ( 王 Egm 则 以 
就 是 jg 之 求 导 (823.3。 困 此， 有 一 双 ( 百 ) 一 下 也 是 g 之 求 导 。 
每 一 个 9 在 D, 之 下 是 不 变 鬼 。 国 而 Ds, ad (五 ) 和 疡 在 乓 上 的 特 
征 值 若是 «(五 ) 。 双 由 于 轧 在 gs 上 起 着 数量 倍 的 作用 ,所 以 特征 
值 是 0, 从 而 Ds 在 g 上 的 特征 值 符 莉 是 0, 亦 序 D, 是 第 堆 线 性 映 
射 , 从 定理 1 知道 ， Ds 可 以 写 政 Da=ad(A4) ; AEG, 因 Ds fo) cg， 
而 有 [4, go]Cgo; 因此 ，4AEgo 一 9 (2.5 定理 5, ( 相 )。 由 于 
ad(4) 在 g .上 之 特征 秆 a(4) 之 将 部 都 是 0, 所 以 对 于 各 五 "ED, 有 
B(A,H') —Dna( A) (HY -0ndim gx) (§ .5 宕 理 5, (5)), 
再 者 ， 和 加 果 ax#*0， 着 有 BL(4,9o) =0(8 22.5 定 理 5,，(3))， 所 以 
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B(4, Q) 0。 因此 40. 从 而 DD，=0, 亦 朗 ad (五 ) = Di1, 这 就 是 
讼 ,如 果 号 Ege, 则 o4( 瑟 ) 王 =a( 如 ) 叉 成 立 。 因此; 当 从 各 gw 取 
基底 作为 6 之 基底 时 ，sd( 瑟 ) 之 短 阵 成 为 对 角 短 阵 。 证 地 

定理 3 6 是 可 换 Lie 环 : [5,6b] = {0}. 

往 明 ”在 定理 2 内 以 «a 一 0， 山 对 于 右 E44， 玉 E94 一 &o 有 
ot) 太一 (于) 于 一 0。 羡 郎 [ 如 ,go 一 0， 由 于 56 二， 所 以 
[五 ,5 =0、 亦 即 [6, = {0}、. 证 些 

3. 根 的 性 质 

对 于 五 E85 以 及 根 a, ae( 瑟 ) 之 实 部 与 虚 部 分 别 记 作 w( 瑟 ) 与 
a (于) 妆 a 一 二 (十 训 辣 ) .在 各 个 gx 上 ,从 9 按 向 9 的 
秋 性 映射 Da 与 Ds 从 别 定 疼 海 

DF=otH)Y, DX = (HH)X (XE Ge)) 
旭 adCBn = Dr iD 这 里 的 Dr 和 Di 是 9 之 求 导 。 事实 上 ， 
如 果 和 王 Egzoy 了 Eg 央 [ 生 ,了 ] Egwra: 从 丽 得 出 
Di([X, YI)= (a (H)+B'(H)) LX, F] 

= [a' (HYXR, PJ+EX, B'CH)TY] 

= [DD 和 ,Yj]+[ 玉 ,DkrYj. - 
这 就 是 说 Dr 是 g 之 求 导 。 园 样 ，J6 起 是 日 之 求 寻 。 因 此 , 可 以 
写作 Pr 一 8 ，Dix 一 00H") (HI'Eg，H"Eg)， 事 实 上 ， 
HH'ED, H"ES, 这 只要 从 [ 瑟 ", go]Cgo，[ 吾 "，go] Cgo 就 可 专 着 
龟 。 五 = 豆 '- 上 五 ", 互 : 与 BH"' 从 划 称 为 五 之 实 部 与 岂 部 。 

把 使 sd (五 ) 之 特征 值 全 为 实数 的 那些 五 E5 之 全 体 所 成 的 
”和 芝 全 各 作 5a0, hs 显然 是 5 之子 集 ,而 且 是 实数 吾 上 的 向 量 鹤 间 。 
这 就 是 设 , 如 果 瓦 , 瑟 E 加 ， 则 对 于 任意 实数 %, 4 有 和 也 
十 必 妆 3 和 Upz。 因 此 ,下 上述 得 知 0 一 中 十 扣 z， 二 于 BW 站 矶 二 0} 


办 ”也 就 是 对 于 各 根 妇 ,使 ot 全 汶 实 数 的 那 旦 正 E 之 全 体 所 成 的 集合 。 


有 有 
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是 明显 的 , 所 以 1 一 5 十 江 # 基 直 和 。 因 而 ,成 为 fx 之 复 形 ,而 
和 目 bn 在 实数 体 上 的 任 辣 基底 41; …， 4 构成 5 在 复数 体 上 的 基 
奈 。 称 Ds 汽 呈 之 实 部 。 
如 果 4E De 出 4) 是 实数 ,所 网 呈 (4 四- 一 之 Yiac( 44) 六 0 
(下 时 的 m= 一 qim gw。 这 样 , 如 果 虽 4 dd 一 0 基 各 ad) 一 0 的 
而 和 add = 二 00 定理 2) ,于 是 4=0, 这 就 是 说 8(4，4) 是 实 向 量 
空间 0 上 的 正 值 2 次 形式 ,因此 ,加 称 B( 了 ,了 耻 汶 六 Ebn,Y 了 Ek 
之 内 积 , 旭 Bx 就 成 为 1 纵 轩 实 Buelid 空间 。 扶 此 ,利用 Behmidt 
”的 下 交 化 方法 ,可 以 取 fr (在 吾 上 ) 的 基底 于, …, 到 ,使 
BH Hi =6 (dati, jeD). (25.1) 
这 里 的 031 是 ronecker 训导 。 正 如 以 上 注意 到 的 ;这些 瑟 ，……， 
妇 是 0 在 C 上 的 基底 。 由 (25. 了 ) 知 , Killing 形式 BB 在 4 上 也 是 
碍 退化 的 。 
定理 4 如 果 人 Egr 了 Ed BCF, y) 0, 姑 [ 下 ,了 ] 
一 于 EVW, 而 号 4( 吾 ) 六 0。 (但 长 a 是 不 为 0 的 模 。》 - 
.是 明 由 [ge 0s]Cgares 得 及 Eb。 舍 取 之 基底 五 ，…， 


HH 使 :26.141) 成 阅 。 以 互 = 六 A ， 了 到 大 . 
a BH, HO=B([IXY, FI,H)~BA, IY, H)) 
BX, -at) BY, TY), 


出 DD-BNa(HD) -有 (CE 7) Ya) 
由 于 a 关 0, 于 是 Ze( 丽 )?>0， 所 以 “CE) 关 0， 放 志 


定理 5 对 于 不 是 0 的 根 4 漆 衣 ， 一 a 也 是 一 个 祖 。 因 而 存在 

着 所 Ega 和 也 Eda 收 BCE, 百 天 0 
征明 ”如果 如 (ga, 4)==0, 腌 必 有 基 一 个 根 合 B (gs, gs) 
一 0 (§ 22.5, 定理 5, (3)) 。 从 此 得 到 也 (go 9) = {0}, 效 就 产生 了 
6 二 0} 的 巴 盾 。 因 此, Bina; -xy 的 0 亦 艺 鞍 当 地 选取 EE go， 


EO ee - 一 ~ - 一 _ 0 - 
| 一 一 一 一 a 
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ga 可 以 使 BC 耳 .w) 六 0， 于 是 由 于 8_s 关 人 0} ,一 a 也 是 
一 个 根 。 | 赴 毕 
定理 6 对 于 不 是 0 的 尾 章 的 根 a, 有 
dim gu=1, fas— fsa = = {0}, 
征明 取 记 Eg a 9a 使 Bl 志 o) 关 0, 可 时 用 适当 
的 数 暑 信 运 算 子 代 棕 ,使 BB(EB。, 召 。) 一 L。 若 乌 
{XEgs; BX, Ba) =0} ~=g%, 
则 go 二 {EB} 十 g 人 (于 和 ) 。 这 里 的 {到 } 是 由 配 所 架 成 的 一 亲子 z 
. 空间 。 事实 上 ,和 如果 卫 E ga, 号 了 一 一 B(X, Ba) 羽 , 则 BF， 
盏 _。) 一 吾 ( 素 ， 盏 s) 一 五 ( 瑟 ， 百 =0， 因 此 , 了 Eg 亦 即 0 
一 {到} 十 9 吕 。 而 且 朋 显 地 有 {为 } 人 Mg 侣 = {0} 。 现 在 以 
划一 Ge 十 gaa 十 gaz 十 … 
这 显然 是 直 和 ( 申 于 根 只 是 有 限 个 ,所 以 分 割 是 有 限 的 ) 。 队 [五 ,， 
| da 这 gers 得 | 
[Es, MR] Cgas+ dsgd 二 0 
其 实证 明 f 王 。 颈 ] 忆 吏 。 为 此 首先 襄 肯 [五 .。, 4?] = 和。 对 于 
HED 和 互 GEgg) 只 
~ BIHLEs, X])= BUH, Bel,X)=~a(H)B(E, RY=0 
成 立 , 所 以 [ 吾 。 王 ]Ef 满足 吾 作 ，[ 百 -。， 耳 ]) 一 0。 因此 ，[ 吾 。， 
XX] 一 0 (由 于 天 在 六 上 是 非 退 化 的 ) ， 亦 序 [再 gg] 一 {0}、 下 
. 硬 青 说 明 [ 上 wo,8as 二 08 '"， 事 实 上 ,我 们 知道 [EB_,, gax] 一 和 rz, 面 且 
B([EB_s,g3]) Ho).— BE. [Ro,92])= BB,, BR.],ge) =0, 
因此 , [ 吾 。， 92a] 9. | 
有 了 以 上 的 准备 ,我 们 就 得 到 
[Es,, WR] 守 {0} 于 8 十 ga 于 ga 十 -一 时 
因此 , 用 在 cd( 析 -) 和 ad4( 妈 =) 之 下 是 不 变 的 。 从 这 里 可 以 推 产 : 
“如果 写 于 = [ 画 , 吾 ,有 则 时 在 ol(BD) ~ [ed (Bw) ,ad( 玉 ww)] 之 
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下 已 是 不 变 铭 。 如 将 gd ta 在 中 上 的 Trace 福成 rmad (Hoy)， 
剧 由 于 92483) 在 8s 上 之 特征 值 是 BE ,于 蚌 
Trmod(t Hi 一 二 和 二 
这 里 汉 一 dim.g 侣 ,naa 一 dim ga ， 另 一 市 而 ， 
Trmad ti) = Trm[adt Bo) dd Ea)]=0. 
双 由 于 cx 已 ) 了 0( 定 理 和 ,因而 
MeNgog = Nga = :=D, 
于 是 ， dim gy 一 4, ga 一 fez 一 … = {0}. 让 芋 
定理 了 如 果 x， AR a 十 请 中 每 一 个 都 是 不 为 0 的 根 , 期 
"Tea, Qa 一 人 +。 
证 有 明 ”由 于 jm ga+s 一 由 所 以 对 于 0 天 六 Egga 和 0x BE ge 
只 要 能 琢 明 [瑟瑟 e 关 0 就 可 以 了 。 斑 定 整 数 7, ,个 一 
[2 一 一 了 Da,B 一 418,6 十 ,…; 十 和 全 都 是 根 ， 
8 一 (j 十 1)a 和 所 十 (% 十 a 都 不 是 根 。 
这 任 的 六 不 一定 注 中 
7 0 kl. 
取 辽 样 一 个 五 _a: 0 六 全 8 .sn。 于 以 
i tos at TousratT oo 
那么 ,明显 地 味 在 ad(Bs) 和 ad( 玉 .w) 之 下 是 不 变 的 , 和 定理 6 之 
证 朋 同样 ,如 果 上 以 瑟 一 [ 国 , 吾 。],. 划 
0— Trmad (FH, -> (BE 二 pe 机 [25 .2 
因此 ， 
(IF BE) = {TD (tT a(t) 
= (tht Da(H). 
由 定理 4, a(,) 0, 所 以 得 到 


28(8) 
a 一 下。 (28 .8) 


| 一 
= mm 一 PT 一 一 一 1 吐 一 一 m=- 一 [9 TO Td 一 一 一 一 王 一 一 
- =- i 一 一 一 
"一 
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在 这 里 ， 加 果 [ 瞩 ,， ad 一 心 ， iD 
Mio— gsr Tosa ts 
在 adtE) 和 ad(B_) 之 下 基 不 变 的 。 和 和 (25.2) 同样 ,得 


G0= Tramad (Ho) -> (B+va) (本 


从 此 得 28 (582) 一 ja(H,)。 由 这 个 式 子 和 (25.8), 又 得 一 0。 这 
就 发 生 了 李 店 。 因此 [ 玉 ，Eo=0 的 假设 是 不 行 的 ,于 基 
LB, Ba 0 | 证 举 
肥 于 与 请 是 不 为 0 的 任 瘟 二 根 。 ,党 OF FE qe 0 天 二 
和 gx 五 -一 [Fo Bea] 时 , 天 一 aax 一 2608a7aka 是 王 数 ， 而 
昌 和 三 上 上 _o 之 取 守 无 居 。 因 此， 
荐 wor30, 间 有 Ba 有 8 了 aaoca 全 都 是 根 。 
着 Can<0， 出 局 ， B—a, 十 Goa 全 部 
,是 棚 。 
特别 , 十 ago'a 无 答 何 时 都 是 棚 。 
枉 明 从 于 一 ?一 — qa k 以 及 一 3pz= 二 7 一 上 夺 】 人 出 (26.3)} 就 可 
杞 看 出 。 证 毕 
定理 有 如 果 a 请 是 不 为 0 的 根 , 且 线性 相关 , 则 8= 十 a.， 
枉 明 点 8=E 人 EEO) , 则 26( 瑟 .= 一 2te( 瑟 )， 从 定理 7 之 
有 系 中 使 用 的 记号 , 知道 25 是 丈 煞 。 再 从 关 夭 n=é-18, 辐 样 推 知 
2E-! 电 是 整数 。 因 叱 ,应 等 于 十 三 ， 土 1, 士 2。 但 由 定理 6 扒 
4 上 太 十 2。 而 了 且 周 样 地 四 半 二 不 能 等 于 士 3, 所 以 5 二 十 地 她 
不 能 成 立 。 这 样 ,就 只 好 等 于 土 1, 即 5 一 土 1 许 毕 
定理 9 在 所 有 的 根 之 中 ,有 民 一 dim 四 个 蚌 嫉 性 无 关 的 。 


丁 明 ”能 诉 明 对 于 每 一 个 要 a, 使 a 加 ==0 的 EB 只 眼 于 
0 座 好 了 。 实 际 上 , 这 时 ad( 吾 ) =0 {定理 四， 从 而 瑟 =0。 证 毕 
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&， 和 1 上 的 一 次 形式 对 应 的 1 之 元 素 
对 于 0. 上 的 一 次 形式 入, 亦 序 之 对 偶 僻 量 空 间 镶 之 元 素 
,使 
BH,, HH)=A(AH) 【对 于 各 瑟 捷 外 
臧 立 的 之 元 素 豆 是 唯一 存在 的 。 例 如 说 ， 取 满足 $25.3 之 
(25.1) 的 5 之 基底 本 ,…, 再 , 蕊 和 (ED 一 NG 一 I，… 中， 则 
H= Pn. 因而 ,对 应 > 吾 , 是 由 9#* 授 向 5 上 的 一 对 一 之 罚 性 
映射 (在 GC 上 )。 已 称 为 对 应 于 XE 扩 的 8 之 元 素 。 今 后 , 凡 用 五 
这 样 的 记 红 以 和 入 时 ) 就 是 者 示 上 述 的 瘟 义 。 
例 1 如 果 0 关 五 。E ge 和 填 五 ce 9_wy 剧 对 于 各 五 EH 有 
好 作 再 so Eecly HY=BiEgytE_ or BD =a HBsy E_n) 


成 站 ;因此 ;对 应 于 模 at 竹 们 的 了 之 元 磋 于 4 由 
Ha= BE Ho) -1TH E_,] 


所 芥 定 。 转 别 ， 当 Des Po 时 [Eas 站 -由 一 万。 BLEGY Be) = —1 
时 ， [Bay Es] = 
.1 上 的 实 一 次 形式 z 
当日 上 之 一 次 形式 在 日 之 实 部 bx 上 取 实 数值 时 ， 称 入 为 日. 上 
之 于 一 次 形式 。 

例 2 根 是 实 一 次 形式 ,实际 上 ， 如 果 五 E 际 ; 风 由 名 之 定义 ( 敌 属 
20.8) 知道 财 于 各个 根 5 是 实 执 。 

站 上 所 有 的 实 一 深 形 式 之 全体 所 成 的 第 合 号 成 br 明显 地 ， 
防 蚌 了 信 在 咏 上 的 子 空 间 。 因 为 及 包含 所 有 的 得 ,所 以 昱 在 RR 
上 至 少 是 上 亲 的 客 间 \ 定 理 9) ， 一 方 硬 , 朋 显 地 有 Dn fiihn= {0}, 
所 以 也 十 访 和 在 实数 体 上 至 少 具 有 字条 。 另 一 方面 ; 由 于 匀 一 的 
十 询 ,9* 在 实数 体 上 是 名 多 的 ,所 以 及 在 实数 体 上 是 1 大 的 , 且 

8* 一 扩 十 外 {于 和) 。 : : 
因此 , 六 是 V5 的 复 形 。 了 在 上 上 的 任意 基 感 蚌 扩 在 上 的 基 
底 。Da 称 为 广 之 实 部 。 容 易 知 道 , D5 是 8 在 实数 体 上 的 对 但 向 
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量 空间 。 

86.0* 之 内 积 

对 于 入 E90 和 和 JE, 久 与 放 之 内 积 久 1) 利用 和 》 相对 
应 的 了 之 元 素 古 ， I 定义 各 下 : 

WE = BUH, H,)., 
从 五 ， 吾 ; 之 定义 ; 即 得 . 
hy) = = MH), 

于 是 在 8 上 的 双 灯 性 形式 ,这 是 很 明显 的 。 

俩 3 8 25.3 定理 7 之 柔 中 提 到 过 的 量 


当 取 如 (Ey 三 -本 三 一 上 时 让 于 8 好 与 对 理由 可 生成 
BLHo) = (By Ww) TH) 一 (3 0 

所 以 可 把 它 隔 成 . 

BB, &) 


(ey i) 

定理 了 0 入 之 内 积 在 gs 上 开演 数 和 值 ,而且 了 到 正佳 ， 世 就 是 
级 ,， 如果) 天 EDz 肌 以 ， 克 6) 是 迹 杜 ， 且 以 入) 守 0， 以 ， 四 二 0 只 
限于 入 二 0 有 时 才 成 卫 。， 。 

酸 明 取 Bs 之 基 压 二 ;…*" 本 , 恒 BL HD 一 4 成立 ( 敌 
照 便 26.38) 总 六 (9 一 加; HD 一 加 朋 为 和 jw 莉 基 实数 ,而 且 
EH = SA, 一 之 ME 所 以 

(hy 1) = BE, Hy) 一 了 NA 一 实数 ，( 人 向 = TM 0, 
等 号 只 限于 一 0 时 才 成 立 。 证 毕 
因此 , br 是 衬 Eaclid 窄 间 。 

?+. 由 tx 之 基底 确定 的 风 : 中 之 烤 性 岳 序 

在 实数 体 .上 取 定 一 粗 ba 的 基 放 三 ,…, 已 《不 一 定 要 满足 下 
规定 变 条 件 下 (瑟瑟 ]) 一 6) ， 对 于 9 的 元 索 入 ,信和 HD 一 和 


-一 此 
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一 点 二 一 1、 站。 如 果 对 于 使 入 天 1 戌 证 的 于 之 最 小 侍 
%， 满足 为 汪 j， 亦 锅 
不 一 oy 7 A ds A Ht 
时 ,我 们 把 书写 丰 入 汪 上 ,上 且 称 入 大 于 凡 。 当 入 汪 0 时 , 称 入 为 正 ,而 
当 》<0 时 , 则 称 》 为 负 @。 象 这 笠 规 定 的 的 上 之 顺序 关系 , 称 为 
由 Dr 之 大 有 厂 二 ,二 所定 的 显 序 。 这 栏 的 锋 太 具有 有 如 下 的 
性 质 。 . 
定理 六 (人 如 入 ,whr; 央 Xp 入 = 入 所 中 一 定 只 有 
一 种 美 系 成 立 。 
(2 加 入 
(3) 加 > 所 信 ， KE8n), 书 对 于 任何 yE Bs 有 和 二 y 庆 上 十 5 
成 立 。 
() 站 和 > 有 人 必 En 6 是正 的 实数， 则 了 >cu。 丰 5 基 
质 的 实数 ,其 oX 一 cu， ， 
征明 ”每 一 条 都 很 最 脂 。 证 上 毕 
由 于 所 有 的 根 净 是 属于 咏 的 ,所 以 各 粮 之 加 可 以 附 以 脐 席 。 
泽 营 1 应 当 注 章 ， 以 上 所 定 的 左 序 是 和 诚 之 基底 的 到 法 有 关 的 。 和 和 
Hy 成 对 候 的 杯 之 基底 记 作 hy 9 和 Ci 五 四 一 和 了 亲 出 加 和 gq 六 
人 
8. 与 一 种 顺 订 有 关 的 单纯 根 
在 jz 内 确定 一 个 基底 , 关于 它 在 bs 内 导入 顺序 。 所 背 模 a 
关于 这 上 顺序 是 单 章 根 , 意 指 它 满 足 如 下 的 两 个 条 件 ; 
(1) a>0, 
2) 本 a=B 十 y,，8 半 0, y 之 0 成 立 的 痕 8 与 Y 不 存在 。 
定理 128 如 果 a,B8 关于 肪 之 一 定 屠 序 是 单 甬 要 , 那 米 (a, 8) 
0,Ti 且 a 一 8 不 是 根 ， 


[， 所 放 A 这 和 有 未 一 个 E 六 在 古 Mt, :> 三 管 闵 在 局 。 
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是 明 以 y=a 一 8, 如 果 Y 是 根 的 匡 , 划 将 引 则 如 下 的 子 盾 : 
车 ?0 莽 因 a= 十 被 牙 解 为 正 的 根 语 与 7 这样; 4 就 趟 
会 是 单纯 根 。 洪 ?所 0, 旭 因 6 二 a 十 (一 7) ,请 彼 分 解 为 正 要 a 与 
?同样 要 监生 政 盾 。 因 中 ,wx 一 有 不 会 是 檬 。 也 定理 7 的 系 知 
道 , 整 糙 spa 一 一 208 ,a) /aa) 不 能 是 负 的 ,并 就 是 说 tpas>0。 由 
于 ia 0, PB, 0) 0. 证 圭 

定理 13 与 闷 的 一 种 顺序 有 关 的 单纯 根 之 个 数 等 于 1。 这 些 
单纯 根 和 如 证 必 区 17 “3 ry 出 al，…，c 由 成 bn 全 实 数 体 上 的 基 
庭 。 因 此 ;性 意 的 根 a 可 以 套 示 为 

a 一 70 十 Wa0g 十 一 十 Two 【每 一 个 m4 都 是 整数 )。 1028.4 

丈 0 0， 逢 各 0， 

<， 用 各 所 0， 

是 明 ” 汶 童 纯 根 之 全 体 为 ,i 斌 说 表 任 客 一 棋 必 可 
芒 写 成 (25. 生 的 形式 。 假 定 <a>0 {和 如 a<0, 考 虐 一 a 即 可 ) 。 由 于 
& 是 非 童 炖 的 ， 所 以 可 分 解 为 两 个 正 根 之 和 : a 一 8 十 Y， 户 之 0， 
y>0。 如 果 B, y 世 是 非 单 感 的 , 闭 么 ,它们 也 可 以 分 解 为 正 根 之 
和 ， 鱼 困 wma 总 可 以 万 为 多 个 单 存根 之 和 。 这 就 是 说 ,a 可 以 写成 
(26.4) 的 形式 。 所 有 的 mm; 都 是 整数 ,和 而且 都 宕 0. 

其 识 醋 向 朋 aa ry 在 疾 数 体 上 是 糙 性 无 关 的 。 如 果 


> Eo = (iE Ri), 


则 可 避 0, 1 C0, 各 二 0 7 0 
(必要 时 ， 可 改换 由, …, om 之 顺序 导 码 ) 。 因 此 ， 


ta 这 (- of 人 《 识 yy 


太 而 ， UO (7Y， y= > —éé; (on CH) 。 


i=1 了 一 


这 里 生 于 所 0 ( OR 四 < 如 《 讶 理 12), 所 硫 右 这 监生 内 的 省 


此 可 
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顶 过 0。 国 此 ，(7，7) =0, 序 7=0， 再 说 每 一 个 >0， 如果 
入 < 由 捐 据 训 司 的 定 习 ,势必 产生 7>0， 这 就 野生 前 后 取 盾 ， 
因此 郊 一， 此 外 ,如 妆 ，… 二 中 有 正 数 , 划 y 关 0。 所 忆 为 了 保持 
7 一 人， 剧 FE1 二 "= 二 0， 了 这 拭 是 让，:…， cx 在 二 上 是 烤 性 无 
美的 。 

由 证 明之 前 年 部 知道 ， 由 or，…, as 所 架 丰 的 怠 之 子 罕 闻 
包含 所 有 的 报 。 因 此 ,从 定理 9 扒 知 ,了 至 少 是 7 灯 的 ,但 肪 是 ! 


蕉 的 ,所 以 0=0r。 这 就 是 琢 p 是 二 蕉 的 ,因此 ,8 一世 证 些 
3， 根 的 基本 条 
融和 美 于 的 所 有 模 中 的 [个 为 6,… 果 它 们 具有 如 


下 芭 禾 质 , 剧 称 为 要 之 基本 系 Gundarmertal rTOOTt tor o 

人) 任意 的 根 a 可 以 用 ae 一 maoa 十 … 寺 mao (oa 9 是 整 
多 全 的 形式 表达 出 玉 有 @。 这 里 的 基数 me 是 

2) 或 者 是 mr 关 00 一 二 站 ,或 者 是 0G=1,…, 中， 
两 者 必 居 其 一 ( 同 生 性 ) 。 

例 上 根据 害 理 13, 和 了 加 的 基 和 媳 顺 六 有 关 钨 单 寅 根 几 全 体 租 成 根 的 基 
村 柔 。 反 之 有 

定理 14 星 根 之 基 末 系 为 oa ;那么 适当 地 选取 as 的 
基底 ， 可 以 使 根 的 基本 系 和 与 这 基 订 所 省 的 顺序 有 关 的 单 炖 根 这 
既 体 一 航 。 

”证 明 ”因为 1,…y oy 租 成 成 之 基底 ,所 以 当 与 此 对 偶 的 5 
之 基底 取 和 作 刁 ,…, Hi 时 , 就 有 ot 一 6y($ I 守 从 .容易 知 
道 , 和 这 种 共 咸 所定 的 嘎 序 有 关 的 单纯 根 ,就 是 ci， ”证 些 

迁 巷 2 该 古 的 上 师 太 叫做 基本 竖 本 ar 两 定 的 顺序 。 尼 个 有 鞠 系 ; 
本 六 和 人 入 二 带 本 条理 个 是 哈 前 ， 例如 说 ， 一 pp 一 十 直 蚌 
一 个 基本 条。 


ce sr 


很 ”从 而 ,和 和 定理 13 证 其 证 绸 之 后 后 太一 柱 ， “1 构成 了 6 之 基 感 (当然 蕊 证 
中 * 之 基 目 )。 
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10. 单 神 性 的 判定 条 件 

根 的 基本 系 五 = {a ，…, ow} 称 为 可 煌 的 ,意思 是 指 耳 可 以 分 
制 为 两 个 非 袜 的 子 集 五 ; 与 Hs, 是 使 i 之 每 一 元 素 和 1s 之 每 一 
元 素 成 为 将 变 (这 时 ,J 和 1s 显然 溢 有 共同 元 党) 。 我 们 放 这 样 
的 一 组 了 HH 构成 开 的 一 种 直 交 郧 解 。 当 五 是非 可 和 维 时 , 印 卫 
不 能 实行 站 交 分 解 时 ,期 称 工 为 狼狗 的 。 

定理 5 复数 体 CG 有 站 半 纯 Lie 环 6 及 其 Qartan 子 环 日 
时 , 府 耳 = {a1,…, ojj 是 8 关于 5 的 根 之 基本 系 。 亲 么 , 4 是 单纯 
的 必要 与 充分 条 件 , 是 林 为 既 胃 的。 

略 睡 令 ”(1) 如 工 是 可 移 的 , 则 了 开 有 将 变 分 解 I 与 J, 规 
由 {为 ; 0 思 有 EE go, aeE J 生成 的 g 之 子 环 记 作 针 (i= 了 ,2), 那 
人 ,与 各 是 员 的 理想 于 环 , 乒 gf 一 全 十 反 ! 伟 和) : 打 而 ,4 不 是 时 
不 的 。 
(2 如果 # 不 是 单 若 的 , 则 g5 可 以 进行 站 和 和 分解 , 郎 上 9 一 抽 十 gs. 

这 里 的 91 和 qs 是 不 为 8 的 之 理想 子 环 。 和 这 时 ,如 以 
= {atEH; gC =1, 2), 

则 五 ;, 瑟 :不 是 空 集 。 开 之 直 充 分 解 就 这 样 答 定 了 。 因 北 , 开 是 可 
移 的 。 证 毕 


各 ”考博 泪 明 可 己 参 要 书 末 文献 二 ]。 
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第 5 章 古典 的 单纯 Lie 环 
省 
本 合 将 对 所 谓 吉 上 由 的 单独 Lie zh 本 Bn Cs， 二 广 行 叙述 ， 
作为 第 3, 4 两 章 所 述 班 芥 的 具体 而 重要 的 实例 。 对 于 前 两 章 内 
所 提 汉 的 一 些 概念 ,在 本 章 内 将 粹 以 具体 的 瑶 昌 ,以 明确 它 俩 的 卖 
际 意 祥 。44o Br Cn 也 是 在 应 用 上 常常 遂 汉 的 Lie 群 的 [ie 环 。 


8 26 4 型 单 本 Lie 环 8[ (nj 了 1, 0 (n>D， 


把 ste+1 0 = {4E alm 十 1, 0 ; Tr 4 二 0} 剧 破 4 
1，Killing 形式 
. 因 8 是 qf (wT1,0) 的 理想 子 环 , 如 求 得 g[ (n+1, CO) 之 
Riling 形式 Bt, 了 ), 央 8 之 Killing 形式 Bo (了 ,了 ) 为 {第 
4 章 , 824, 引 浊 2)  、 
BolR T=BX,T) (XEI, TEg), 

当 要 , 令 Eol 十 1 中 时 , 因 nd (CTX=[A, [4A, 去] 
A 一) 一 TA 一 A 所 以 如 
要 求 B(4, 4)= 二 Trad(A4)3, 愉 要 求 由 所 (wn 十 4, O) 接 向 gl (mn 二 1， 
0) 中 的 线性 且 射 

是 -人 3 
之 迹 (trace) 邹 可 。 从 简单 的 计算 推 得 加, 这些 迹 分 罚 是 (0 十 了 Er d2)， 
‘Tr 二 和 避 十 十 斌 rd 。 因 此 ， 
BlA, 4 一 3 人 0 二 1)TTC43 —20TrA): (CAEgIn+1, O)). 
从 而 ， 


各 栅 加 误 ， 于 内 下 = A? 下 -两 这 的 咸 人 对， 剧 有 如 二 MARI 因此 映射 才 ->> 
-AN 之 迹 是 交 (wf 的 深 数 ) 一 人 nt) Tr(a. 
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BolA, A=2m+ DTr(AY (LEn 一 红 (m 二 1 OO)), 
寺 是 
Ba(X,Y) = {B+Y, THF)—B(X, X)— Be(Y, F)} 
=2n++1) Tr (XY). 
且 和 这 里 可 以 看 出 ，Bs 是 非 退 华 的 。 实 际 上 ,考虑 一 个 甜 阵 ,其 4 行 
了 列 的 元 过 是 工 其 余 的 元 素 全 是 0, 记 之 为 瑟 ;,， 访 时 达 可 以 写 
威 反 一 之 2 是 如 果 有 ug 一 0， 则 
一 [TT 及 二 pg) 一口 {加 四 ， 
出 六 一 中 ar ntl—= | (Fs — Fry ns) 一 心 (P=1, 机 各) Pp 

因 吐 ， X=Bl (i 是 单 记 征 障 ) 。 因 ir 至 一 心 ， 所 以 2 一 0， 全 即 
和 一 0， 和 根据 Wartan- 刊 定 条 件 , fg 成 为 定单 神 鬼 。 

.Gartan 子 环 和 根 

在 56 一 引 La 十 1 PC) 的 元 束 中 ， 碾 为 对 角 短 障 的 那些 元 素 之 全 
性 记 刻 BH, 则 和 是 可 换 Lie 环 。 对 于 五 = 人 Buc De 一 0) ,有 

ar (FH) Em (Me hy) Ey 
成 并 。 所 以 #8 关于 了 的 根 有 关 下 的 十 nn 十 妃 个 : 
0 oar (or) = 和 一 和 9 2 基站 ， 
以 此 ,0 关于 0 的 特征 空间 分 解 是 
9 一 0 十 他 (Tas 

而 80 二 8。 因此 ,上古 8 的 一 个 Uartan 子 环 。9 之 秩 数 为 nn。{ 满 
是 如 马 A; 区 天 站 的 那些 瑟 是 正剧 苑 素 。) 

,的 实 部 


容易 知道 , be 是 日 之 元 束 中 粗 度 实 矩 障 的 那些 元 素 之 全 体 。 
B, 在 0 上 取 正 信 : 


Bo(H, H)=2n+D) SM (H=ShEy, Eh=0), 
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4. 根 的 茵 本 系 
庚 慷 ii 二 0 克 二 (于 里 所 二 加 一 入 :11 副 因 
Qi 一 4 十 Gri 十 下 G1 有 )， 
oi 一 (oti) ， 
所 以 卫 = {a …， aw} 是 根 的 基本 系 。 斌 求 对 应 于 根 wm 的 日 之 元 
素 吾 %,。 为 此 ,只 要 求 使 
BatHa, 一 et) (HED) 
艳羡 的 吾 a 人 6 即 可 。 从 简单 的 计算 得 到 多 


二 一 (Ear— Er t+1) (=1, 2 nm), 


1 
了 二 
有 因而 ow 与 &@ 的 内 积 (ow,0) 一 一 (ao 如 wj) 是 可 以 计算 出 来 的 , 
其 疾 果 是 


0 《| 一 让 演 2 时 )， 
1 
(a a = 1 Tm “| 时)， 
| 1 . 
nn 十] (一 了 时 )。 


因此 ， 下 一 1ad， "a 4 不 能 站 于 分 解 ;, 蛙 怀 是 设 ， 末 是 诺 税 的 。 于 - 


是 ， fg 一 划 Ww 十 1, OQ) 是 单 厚 的 。 称 轩 (nm 十 1，O) 是 4 型 的 单 秀 
Lie 球 。 


327 万 利 单 统 Lie 环 1 n+41,O0) (ns1) 
1. KILLING 形式 B(X, . 
根据 和 8 26 辣 样 的 并 算 知 道 (注意 到 012%w 十 ,OO) 的 元 素 所 
而 之 迹 是 的 ， 由 =0 {2% 十 ,0) 投向 5 中 的 粹 性 映射 太一 4 全 
十 六 A2(4EG, 三 GEg) 之 迹 是 2 Tr(43)， 杰 性 上 映射 了 一 4 下 帮 之 


@ 一 般 , 对 应 于 外 上 的 一 次 形式 jp 本 ~ (z= pb 0) 


之 元 下 4 是 开 sm 本 6 电 几 Eu, 但 这 里 的 凤 一 1 一 了 C 计 … 十 im). 


ee "WP——™ 
me ee ello ee 
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流 是 -于 Tr(dan， 册 于 配 射 玉 ->Ad2 天 十 瑟 4:94 时 4 之 流 虹 
B(4, 4) ,所 以 ,得 到 B(4, 由 = (2n 一 1) Tr(4Y， 因 而 ， 
,BIE, T= nan TTr EY (XR, YEv(On+I, 0)), 
从 收 里 知道 ,了 是 非 退 化 的 。 事 实 上 ,如 有 于 En 合 B(, = 二 0， 
则 对 于 各 ZE gl(n+1, 0) 有 : 
: OTr (ZY Tr(T TZ. 
因此 , 笃 一 、 另 一 达 面 ,由 于 计算 而 有 盛 一 一 ! 人 所 忆 三 一 0 
B 弃 然 是 非 进 化 的 , 岂 以 9(2% 十 i , 吕 ) 是 全 单纯 的 。 
2， 变数 变换 
为 了 使 入 寻找 Cartan 六 环 时 所 用 的 计算 篇 单 伦 起 抑 ,对 二 次 


形式 1(2) 一 半 实施 变数 变换 


20 = Wo, A = -三 (Py dn ry) 时 


由 一 一 es 一 ie (< 内， 
如 
了 (的 一 名 十 219 星 十 入 只 十 十 2 一 下 二 (人 想 识 )。 
那 公 ;如 果 规 定 加 十 1 辽 的 租 障 下 为 
11.0 
| ， 
K=| 0 | | 1 (ZL, 为 n 阶 单位 短 阵 )， 
io |: 


- | 4 一 用 = | 54 一峰 = | 
由 于 (的 = 了 (w) , 如果 使 用 $15,3 的 记号 , 便 有 
G(R)T=0C2n+1, 0), Tg(K)T=0 2+1, 0)©. 
但 这 里 的 时 是 变数 变换 的 矩阵 : 


加 从 而 , 8 好. 里 所 酸 的 Killing 形式 之 公式 腿 样 虐 立 。 
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1 i 0 
------ 一 - RELICS 
: 工 
rT-| 3 Va 
了 一 
i— i + 一 一 六 
/2 | 2 


从 这 里 ，g (5) 的 形 碟 是 可 以 考虑 的 。 因 为 
9 (天 一 EU 十 区 tdKR KA=0}, 
所 以 g 4K ) 的 所 有 元 染 是 由 
站 [1 GO 


一 | 
: | XiY 
pb, | | ‘oF, 2 (2.1) 
i | 
: | 2 | 一 :了 
国生 — | | 
这 种 形式 光复 短 障 之 信 体 所 组 成 设 。 : 


838. Cartan 子 环 与 根 

蔽 和 是 和 这样 一 种 符 际 的 全 体 :在 (27.1) 天, 立 是 对 角 短 障 , 其 
他 元 素 从 为 0，09 的 元 素 Eg (KK)。) 在 9 的 元 素 中 ,把 总 的 对 角 
元 素 是 X:，…，X 的 那 种 元 素 训 成 五 (0a，…，Xx) ,5 是 可 换 的 - 

Lie 环 。 

在 (27.1) 中 ,把 w=1 而 其 他 元 汪 双 都 是 0 的 短 陈 记 碟 忆 _;; 
bl 二 1 而 其 他 元 北 全 都 是 0 的 短 随 记 丰 rw; 了 = 一 二 x 时 而 
其 他 多 为 0 沟 短 障 记 成 可 加 一 有 于 人 = 可 :一 下， 而 其 他 从 为 
0 的 算 卫 计 成 吾 -3 全 <， 一 百 ， 而 其 他 全 为 由 的 征 库 
(说 志 戌 百 ，。。8 和 百 ,， 可 2xcm 是 9 LK) 的 基底 ,而 且 

[H, Bia]— MB CH=H(, ,ha)), 


大 Er 起 未 一 个 阶 矩 障 , 其 人 局 元 染 是 1， 其 他 元 素 部 是 9 


160 第 5 这 十 奥 的 单 业 Tie 环 
[ 喜 ， rar] 一 ( 士 A 十 Ap) 本 
因此 ,gg 关于 是 的 分 解 ( 以 8 一 gL)) 是 
8 一 ge 十 会 ， 和 + 和 十 > -nra 二 有 Qa AA 
+ 本 i 间 呈 局 本 


00 一 .于 是 了 是 9g 之 Qartan 子 环 。0 之 实 部 fe 是 Xi 和 从 
部 都 是 实数 的 且 ( 和 和， 和) 之 全 体 。 
，” 生 ， 朴 的 基本 系 
如 隧 国 一 A 一 Agy tg 二 人 9 一 gy Ol 二 ns 起 1 
则 总 一 teay oa py Gn} 相 成 根 的 基本 秒 : 
入 一 入 一 后 十 or 十 十 人 < 时) 
各 一 相生 一 {0 十 #1 十 十 4) 二 上 时) 
士 加 一 士 (( 一 7 十 hn)， 
十 (和 十 和 2) 二 士 下 一 页 站 十 【周一 站 二 2) 。 
把 中 对 应 于 o 的 元 到 让 作 五 ,那么 - 


于 4 开工 


上 机 1， 一 1， 一 二 一 


1 
,= Don 1 tt 本 Uy, 1), 


因而 ,内 积 (a, oy) 就 变 成 


|. (i 一 ?| 守 2 时 )， 

《aty Ry) 一 。、 - 

1 ~— gy (9 时) 
本 定时 )， 

(Quy Hj) 一 1 


因此 , 上 是 荆 和 蒋 的 而 38) 是 单纯 的 。9 下) 或 02 十 1 O) 称 为 
BB, 型 汇 单 各 Lie 环 。 


四 这 里 的 了 浇 示 第 i 个 元 来 是 1, 家 者 注 


中 和 


#4 28 DDD, 型 单 烛 Lie 环 0 (2 人 0 (fn . 4181 


§ 28 刀 , 型 单纯 Lie 环 s(n, 0) (>>3) 


1. Killing 形式 和 变数 变换 
因为 和 27 闫 不 多 完 伯 一样, 所 以 这 里 只 简章 地 叙述 和 如下。 
Killing 形式 是 
BIX, PF)= (2n—2) Tr KY (X,YEn(Gn, O)). 
0 27, 中 在 nw 六 2 时 是 全 单 就 的 。 


-1 | 
| 9 二 | ir | 3 
K=O : ee 
1, ! 直 Er | 了 
网 
作为 变 笋 变换 , 则 有 


II T0020, 0, Ti (RIT=0(2n, O) 
获 走 。 各 果 考 虚 到 g( 玉 ) , 出 9 ( 玉 ) 的 所 有 元 素 是 如 


ZZ 一 上 


的 复 竹 障 之 全 性。 

2%，Cartan 子 环 与 根 

和 加 果 和 27 完全 一 样 地 定 尽 D， 芋 su 和 站 (1 六 wn) ， 剧 
1 是 9 一 9 人 (区) 的 Cartan 子 环 , 根 是 十 如 士 和 全 尖 们 。D 之 实 部 bn 
和 27 是 同样 的 。 

3. 模 的 基本 系 

让 [ 果 凡 i 一 和 1 一 人 9 G03 一 站 9 一 入 8 On 一 人 1 一 起 4 Cn 一 hl 
+An， 居于 = to oo 是 根 的 基本 有: 

hho tara io 了 时) 

和 一 和 二 一 ;十 全 二) 人 人 时》 

二 (h 十 和 二 土 (一 和) 二 Oy 一 A 二 rit hn)) (7 时 ), 


.了 
( -~====- =- -一 -= ) 一 一 上 二， tm 一 一 此 [ 导 ， 了， Zz 都 是 多 阶 短 障 ) 


一 一 


102 第 前 在 生 的 单 部 Lie 环 
B 内 对 应 于 a 的 元 素 五。 成为 
1 i | 
Hrsm= gras a 1， 一 44， ‘+ OO) (二 1]， yy % 一 二) ， 
1 , : 
Hm™ go oy Ht 0; 0, 1, 1), 
内 和 (in, cy) 剧 为 机 
0 《|| A 1 一， 了 一 二 时 ? 
一 二 - . 
2 (一 多 一 健一 各 时 )， 
《ct oj) Pre (一 了 | IT, 二 的 一 二 ， 2 一 1 时 


U 位 天 中 一 妆 ， 了 一 必 对 ) ， 
1 ， ， 
Gn 2 (i=7 时 )。 


因此 , n=2 时 ,五 = {os, oaj 容许 直 变 分 解 , 是 可 物 的 。 从 而 ; 
aK) 宅 0(4, 0) 是 和 单纯 而 非 单 三 的 。6( 开 ) 可 以 分 解 为 

0 有 一 全 上 十 ga (理想 子 环 之 直 和 ) 。 
辽 里 ,一 0 Fa,) E_n, 所 架 感 的 于 裕 间 ，“… 

号 一 {iy a Fa Fas Fe 2 所 染 成 的 子 宇 疝 ， 

61 与 9 的 每 一 个 都 是 三 引 届 ,中 ) 之 08 品 ) 后 二 杂音 如 Lie 环 。 
(三 继 单 车 Lie 环 都 和 41 型 的 Lie 环 同 构 ,). 
n>3 时 , 了 不 能 进行 直 交 分 解 ,是 既 物 的 。 a(K) 0 (2n, O) 
成为 单纯 Lie 环 ,叫做 D。 型 的 单 三 Lie 环 。 


§$ 29 人 ,型 单纯 Lie 环 纯 ,0 (二 1 


i. Eilling 形式 
9 一 pn OO = {4E gl (2n, 0 ; 14 十 4 一 站， J 是 如 


(人 


Bb Bil A ll 


Pp he | 
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这 样 的 2n 阶 矩 阵 。 因 而 8 的 所 有 元 素 是 具有 如 下 形式 的 2n 阶 复 
敌阵 的 本体 : 


和 $ 27 同样 地 计算 ，Killing 形式 号 4P， 广 ) 让 为 
BU P=(2n+2) TrUF (UU, Ven, 0)), 
让 此 看 苇 , 和 8 27 一 样 ，B 是 非 退 化 的 , 续 (n, 0 是 千 单 生 的 。 
Cartan 子 环 上 与 根 


bt / 
A 
| 0 
: A 0 10 
Hi "™ he) | 四 到 By, av 一 TT 一 -一 一- 
| 一 入 1 Ent-Eni 0 j 
0 | 
一 入 ， 
0 {Bim Fi , Rx!l 0 | 
PE EE A 
01 0 0 1 一 到 


网 {[H, Bamaml = (Tht) Bi (H=HOs yj))。 
识 互 (0，…，)) 之 合体 是 09, 剧 0 是 可 换 的 ,9 关于 0 了 之 分 解 是 
和 二 十 rn (do 一 上 0)。 0 与 Hi 这 戌 ;日 是 立 的 Uartan 
子 环 。 根 是 。 
0， 士 轴 土 Ar， ” 

一 共有 工 十 品 (9 十 二 ) -nt% 一 J 一 1 十 2 个 。bx 是 由 所 有 的 加 ，'…， 
74 都 是 实数 所 成 的 元 素 租 成 的 ， 

3 棚 的 基本 有 系 

4 1 二 人 1 一 小 3， ds 一 人 5 一 上 8， "yy On 一 站 nl 一 On 一 hn 


出 五 = {oa，…， 起} 成 为 根 之 基本 系 : 


184 药 5 章 吉 典 的 单 镶 Li 环 
A 一 A 二 Oy Fawri 十 "上 oi {< 上 时) EE, 
A 一 入} 一 (a -irl 十 :十 ow_1) (> 时 ) 
士 (i 十) 一 士 人 一 大 十 《一 大 二 244). 
对 应 于 wm 的 9 之 元 素 五 。 其 
+ 二 1 


1 y 


Hm FI 四 工 ; 一 工 ，…， 0) (一 2 一 
J ... 
Ham = mt : U, 2), 


因 市 ,内 积 tow; oj) 是 这 样 的 : 
U 《一 了 | 六 人 时) 
(ory Wi) 一 | 


1 | 1 
一 (上 一 站 一 二 工 志 站， 7 二 站 一 工时 ) ， 


(On 1 Cn) = -gay 

(oo 0) — BT lh) 

1 

十 ” 

从 此 知道 也是 散 欧 的 , 缉 (m 0) (>> 卫 是 单纯 的 。 肿 (n，OC) 称 为 
0, 型 的 单纯 Lie 环 。 


(an On) 一 


也 ee 


第 6 章 单纯 Lie 环 的 分 类 


本 章 将 关 述 复数 体 上 的 任何 单 重 Lis 环 的 分 类 。 首先 , 根据 
根系 来 确定 定单 印 Lie 球 的 构造 。 这 样 , 牢 童 纯 Lie 环 的 分 类 就 归 
精 为 根系 的 分 类 。 事 实 上 , 极 据 van der Waerden 关于 根系 的 分 
类 ,已 者 对 Qartan 的 分 类 理论 予以 几何 化 了 。 近来， Dynkin 更 
把 这 项 分 类 归 糙 为 根 之 基本 系 的 分 类 , 把 分 类 理 花 更 加 简化 了 。 
以 下 就 是 党 着 这 个 方向 进行 叙述 的 。 在 准备 中 ,我 悟 指出 Weyl 
的 标准 基底 , 以及 作为 它 的 诬 用 的 致密 形 的 存在 与 实例 。 对 于 实 
革 纯 Lie 环 ，Oartan 出 加 以 分 类 。 其 后 又 发 现 了 各 种 分 类 方法 ， 
但 在 此 不 能 一 一 者 楼 触 到 , 信 著 者 容 考 管 末 的 文献 表 [6]。 


$ 30 Weyl 的 标准 基底 ,根系 的 变换 与 自 同 构 


1. 构造 常数 的 性 质 * 
复数 体 0 _ 上 的 衬 单 纯 工 ie 环 9 关于 Oartan 子 环 和 的 特征 空 
刑 分解 设 为 


” 6 一 了 十 2 tr. 
们 二 地 


6 关于 5 之 所 有 根 中 , 其 不 为 0 的 双 体 所 成 的 集合 记 为 4， 4 目 癸 
6 甘于 了 的 根系 。 由 于 gx 是 一 条 的 , 所 以 移出 它 的 基底 加 ,把 
{Ea; a€ 4 与 6 之 基底 合 在 一 起 , 自然 就 构 设 了 6 的 基底 。 在 这 
里 我 们 选择 {加 。} , 使 满足 
BBE,, Bs) = 一 1 

由 于 再 ,五 ]=0 (CBEb H'ED), 

[Hi, Ee] =—alidi) bE, (HEDN), 
因此 ,如 果 知 道 了 [如 。, Bs] (a, BE 4 人 ， 册 8 之 变换 子 积 当 然 就 
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可 以 完 双 确定 了 。 叉 因 [Es, a] Eg44a) 所 以 
加 果 a+8 关 0, a 人 E44, 剧 [BE。, Ba] =0. 
还 有 ， / 
如 果 a+ B80, a+ BE 4， 剧 写成 [EB。, Bo] = NsBaya 
(Wo.s 是 不 为 0 的 复数 )。 最 后 ;各 a 十 8 一 0, 则 8 二 一 a, 而 且 
[Es, Bl = BE,, Bo) He.= —H,, 
入 里 的 召 是 8 的 下 iling 形式 ， 豆 。 是 对 应 于 根 “的 $ 之 元 过 。 
为 了 司 表 号 航 一 超 锡 , 当 xE 4, BE 4,a+B #0, ua 二 BE4 时 ,把 
us 写作 和 Was 二 0。 这 样 一 来 ;Naa 在 wE 4, BE 4J(a 十 蝇头 0) 
时 就 被 规定 了 。 
定理 1 (DD) es= -Nps 
(2) 和 如果 a, B, YE 4, ax 十 BT7y 一 0 划 并 -ao= 和 ee y 一 六 
(8) 如 果 0, 8, YY ,5E€ 4, 2+ 二 y+ 二 0, a, 8, ,5 中 无 
讽 哪 丙 个 的 和 都 关 0, 则 RaNy,3 信 p,yNa,st NyaN s,s 一 0、 
丁 明 (了 从 上 至 .， 吾 s] = 一 [加 s, 加 ] 就 可 以 明白。 
(2) 嗣 司 ,7 是 任 碍 的 复数 ,以 区 = 有 到 二 TB 从 
BU, [WV, Bs])=B(IUV, U], Es) =0 
抒 得 0=B(EE,.+%E,, [EE ny, Bel) 
—B (EE, 十 人 加 ENo, olara tnNy, aE ys:8) 
一 也 (EH nnE, » ENs, eB yinNy, ea) 
三 一 sw een a 
as _ 6 一 人 on 
同样 可 得 No 一 下 we。 
《8) 已 知 总 [Ea, .1] = [ 总。 Na, 7 五 4 一 No, Ba 了 
Xsrarr—= Na srt pp, rE ,. 由 于 (2) ;有 Neery= Ne= ~— Na 
Br LE 上 总 es 吾 ?7]] —ANs, > 下。 sh ， 一 
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同样 世 可 以 计算 [Bs,，[ 召 y, 加]] 及 [加 ,, LB Bej1. 
把 于 此 计算 出 的 精 果 代入 Jacopi 法 出 
[Es, CRs, Ey]]+ LBs, [BE,, Ed]]+LE,, [Ea, Es]] =0, 

序 得 所 求 的 千 果 。 证 毕 
下 理 z 设 w， 有 Ed， gt BE d. 取 整 数 了 0， 并 32 工 使 
7， B~a; B, B+a, -, 8 十 ha 是 模 ， z 

pF FDa 8+ (8 十 1)a 不 是 根 ; 
(这 时 ，{B 十 za}?z*) 称 做 根 8 之 4- 般 数 ,》 刷 
No- tk (a, a) >0. 


枉 明 和 如 有 轩 纪 | w 
局 一 Ja 一 全， Es vo, [Ea, vo = 1, LBs, Hi1] 一 93，…， 
天 .0 UD， Wirti=0 - 2， 定理 Ne. 
六 了 证 有 明 本 定 悍 ,首先 鞍 明 下 述 引 理 。 
引 理 截 丹 [ 百 _ oo 一 Po 十 六 人 是 复数 ) , 则 
二 (a, ay. 


姨 明 荆 先 求 数 现 pi， pa py 45 所 满足 之 递 妆 式 。 从 
EB, [Fa G1 一 Pi 本 wi] 一 Po (le —1) 
"得 [[E,, Bo], od + [Es, EEs, Wl] =pew 
亦 部 — [i134 十 PoaDe 一 tk。 
另 一 方面 , 由 于 CE gsrq-pas 而 有 [9 二 一 (由 (本 十 二 一 入 
(8c))wt， 电 此 式 和 .上 式 上 比较 的 系数 , 序 得 
pp (B, DHA (esssrh—l). 
从 [ 吾 .， 261 = 二 0, 同样 可 得 
p= (8, @) —j la, %), 
因此 ,得 递归 式 pi 一 向 十 pr 十 从 2) 。 人 


人世 (0 tat ja 之 基底 。 


- 


和 ”一 ' td “ei PFC es rhe er hind He hopper wp. mr re b 


A 
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0 一 po 十 卫 忆 一 十) ra， =—v(8, oe) + (a, 0) ' 


2 
努 一 方面 ， 由 于 048， dj -or， a) {9 25, 定理 7 了 骤 ) ,所 以 
ED 


在 这 绚 理 办 ,以 一 十， 划 有 py+: 一 — £7 DF (Cg,0) , 妇 一 


方面 , 2 一 Ba 站) ， 因而; 297451 一 [B21] =6Na,gRays。 从 而 ， 
[Bs vd = piridy = pyr Be 

二 十 [R.ENG, pHara] — EN sl _aarsles 

于 是 有 _ Piri= Nz, BlY ,at8e 

从 这 式 以 及 前 曾 有 关 pysi 的 式 子 ,得 

” ~ YE (0, ci 一 站 ee 到 


—Cr+ i , 


但 加 果 六 得 y= 一 {a+ B87), 草 
/ Nara— No y= —N_y, ea——N.a.s 
(定理 1，( 了 ) , (2))。 因此， 
， DN a a a= (1) ER: (og, 0): 证 幸 
2 使 根系 不 变 的 芒 性 映射 所 引出 的 同 构 映射 
~ 定理 3 裔 g1, gy 是 复数 体 0 上 的 两 个 个 单纯 Lie 环 , 了 与 
bs 和 节 别 是 溃 人 的 Uartan 子 环 ， 关 于 和 的 梳 系 融 为 小 总 一 十 2。 
那么 , 如 dim 一 dim js 9 是 由 和 拉 投 向 ja 上 的 一 对 一 的 就 性 映 
- 射 , 是 满足 
‘gtd 一 出 (‘gp 是 8 之 牌 置 映射 加 ) 本 
( 郎 使 根系 不 变 ) , 旬 
(了 和 使 办 积 不 变 : 4 fo 多 (18 及 一 (ar 有 (ay B'E dy), 
(2) Blg (H), p (HN) = BH, HN) (五 ， H'Eb) (BB 是 
@ 才 服 < 代数 学 ? I, § 10， 


tw 
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的 Eilling 形 注 )。. 
(3) 存在 从 tz 愉 问 Ua 上 的 辣 福 遇 对 9 ,局 
征明 (2) gH pep 有 有 
BitHi, H')= 2 oH)alH') ， 
Ba(ptH), oH)) = Bal (Da (gy(H)) | 
(3 22,， 定理 BB，(6))。 人 人 央 人 一 pC (让 一 人 pe ) (2), 


加 lp =a €E da, ot 41), 


旭 。 Baby (H), o (HN)) = DB (pe) (HF) (tga) (HF') 
= Saal(H) = BH, H'). 


‘1) 融 Ed a= pln), 对 应 于 .a， 人 的 Dy by 之 元 素 分 别 
为 五 。, 如 wr 就 证 4) 二 于 ww， 实 际 上 ,对 于 名 之 任意 元 素 五 ， 
蕊 于 CD， 训 

Bp Ho, H')=B1(Hs, AH) at: pe 一 
由 于 总 表示 拓 之 任性 元 琉 , 所以，p (五 一 ar。 因 中 ,加 果 和 更 
以 B'E ds, 8 一 元 (6 ， 及 与 切中 对 应 于 有 与 谨 的 元 素 设 为 五。 
与 二 sp, 出 
(oa; 有 一 下。 He) =B, (Ho : an) = (0', B), 
、{8) 对 于 各 ae 小 选择 (gs 上 到 人, 使 
Bt WB=C— 

| : | | [Ba, al| = Nea, ”2 A1) ， 
这 时 ,对 于 各 普 一 六 一 (Ed 只 要 能 选择 (ga)w 之 元 素 如 关 人 00， 


使 
Ba (Eo, Eg) 一 _1 . | Co 


EB, Bi] — Noa B'sye (0 + B'E A,) (80.2) 
束 好 了 。 实际 .上 ， 这 时， PH) 一 风 (1) ‘HE b) 9 人 《五 <) = Bw, 央 


CC re wr "ld! “pp re er Pr -Herl 
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赋 ， 加 困 把 玉 性 次 换 9 规定 为 0 下 0s， 莽 很 明显 5 是 从 dg1 投 于 gs 
站 的 一 对 一 上 映射 ,而且 

P([ 避 ， Bl) -$a( HY BR) alH) EB 

”=a(g (B=I9 (0 , Bl 
[p(tH) 4 PD Em) ? 

[可 Bs]) = [Bry Es] (q+BO0),. 

HBs, B.A) = —H)= -$8 )= —H 
= [Er, Hm, 


因 上 星 ， 8 是 赔 槐 映射 。 


为 了 要 说 明 (80. 了 和 (30.2) 的 解 BE (ga)v 之 存在 , 首先 取 


《Da 的 一 个 基 诡 ,并 且 在 小 里 考虑 猩 闫 序 。 对 于 正 概 pE 41, 褒 
So {tat 41; ed 
对 于 CE ps 假设 可 以 选择 BoE 《ga 使 


,8, a+BE 时 ，(30. 人 和 (80. 人 是 成 立 的 。 (30.3) 


这 上 时， 灿 于 开 P 次 大 了 的 正 梳 {Ts 有 Zo 一定 ol tp 一 有 ， 对 于 Dr 
如 能 秒 择 环 , 与 召 - .使 (30.3) 成 立 , 那 未 利用 这 种 关于 顺序 的 时 灿 


法 就 完成 了 证 明 。 (加 果 p 是 是 小 的 正 根 , 朋 > 是 空 策 ，(3Q0.3) 


当然 咸 开 。) 

当 a, 8, a+8E 5 时 , 诛 假 定 (30.0) 和 (80.2) 是 成 立 的 , 那 
么 ， 只 要 考 夸 5, 8B, aBE Zr 中 的 有 和 a 十 8 甘 少 有 一 
所 就 行 了 。 明 显 地 x 关 8, 因此 ,可 以 假定 w> 有 

如 果 “一 p, 那么 , Bp 天 一 a， 因而 有 有 一 pp 二 避 <0， 这 时 ,以 BB 
= 一 局; 十 避 一 别 ， 出 cy BE di, m0, B10, p=@t+ > 0. 

和 如果 局 二 pp， 则 V0<a<p, Hat+B= -Bi,a=a1 加 A 
BiE di > Bi>0, mtu=p. 

如 果 a 十 8 二 =p， 剧 明 显 地 有 p>o>0, p>B>0. 

和 如果 二 避 二 一 p, 莉 有 PP 人 一 二 人 0 p 祈 (一 B) 二 0, 


内 中 


dm- 


子午 
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剑 过 以 上 的 分 析 知 道 , a, Ba 十 RES。 但 a, Ba 十 有 中 至 
少 有 一 个 疾 台 ,， 这 只 有 在 p 不 是 单 炳 根 的 情况 下 才能 发 生 。 固 
此 , 户 是 童 粮 报时 ,我 们 选择 BE (go 到 GE 06- 使 

BB B's)— 

矿 立 ,期 (80. 3) 在 对 之 sc。 时 自然 出 成 迁 了 了。 

鞭 次 , 识 Pp 不 古音 缠 模 ,确定 一 租 a, 8, 使 谐 足 

afB=p, 人 人 B>O0,a, BEd 8)， 

这 时 ,由 于 a BE 所 以 本 ,Bh 是 可 以 定 六 的。 以 [本 ,1 

a 8 求 规定 2,, 用 5， (BH,,, 本 -or 一 一 4 消 规 笔 BE ,, 柜 据 
这 些 规定 ,以 下 证 明 (30.3) 对 于 Y。 是 成 立 的 。 为 噬 , 只 要 膏 朋 : - 

如 果 y, 8, y+EET,, 
则 [LE Ea = Ny Hyer 
是 成 立 的 就 好 了 。 换 车 之, 邹 就 本 本] 一 jy 到 ie 而 论 ， 只 
要 能 膏 明 入 .3 二 iy 序 可 。 在 这 里 ,我们 只 要 对 7, 5, 7 十 3 三 
者 中 至 少 有 一 个 括 吕 ;的 情况 加 以 讨论 郎 可 。 现 在 分 成 下 壕 儿 个 
情况 来 研究 ,在 右 个 过 程 中 十 妨 假 定 yY 半 5. 

(1 7 十 9 一 Pp， 这 时 ?>0，320。 如 果 a 一 ?有 一 0 则 站 3 
一 下 ?ww 是 期 显 的 。 所 以 假定 4 关 >。 由 于 a 二 后 十 《一 人 十 【一念 
一 a BC 一 7; 一 $ 中 性 何 二 个 之 和 二 0, 因此 由 定理 1 的 名) 有 * 

Na aly _y, 一 点 -一 — Ne 3 一 下 

站 we 和 -rm 一 一 下 8 本 一 了 


脾 证 。 男 一 方面 ， 由 于 za， 了 2 一 个人 >,p) 丰 边 的 对 应 项 是 相等 的 。 


例如 训 六 -ya 一 而 -yw 等 等 。 因 此 ， . 
Na,aN y= No, pWN ys 
由 于 最 初 的 取 法 ,已 有 a 8 二 订 @,p 尺 玉 0) ,所 以 得 到 
Ny or Dr, (FD) . 
但 由 多 (43) = di 各 之 7- 般 数 为 人 +zy} 汪 5 则 3 之 y 般 


1 rN OO 
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灼 晨 {dp Ey) 于 是 由 定理 2, 得 


| 
Ny Ny, a= (Y， ~ ) 


?十 工 
-人 二 2 VY YD) = Ny dg, 


从 而 得 到 Ny 3O— Ny 
(2) 7 十 8= 一 p。 这 时 一 y， 一 上 适合 (了 的 和 情况, 因此 ， 和 上 
而 一 样 ) 可 特 由 > ,a= Ny. 
(8) 二 p， 如果 以 51 二 一 5 yo y 十 5 划 如 前 这 汗 祥 ,0<7 
<p, 0<0i<p, 3y1 十 全 一， 因此 由 {1) 有 六 ys 一 太 -y,-n。 更 
从 定理 上 的 (人 得 
让 0 = Ny 
(4) 6= 一 p, 这 了 时 一 7， 一 6 适合 (3 的 情况 , 因此 入 _y.~- 
Ny 和 情况 (如 一 祥 地 利用 定理 2， 就 可 训 得 出 
NN,, i= Ne, B's - 证 些 
聚 调和 gg 为 复数 体 0O 上 的 重音 六 Lie 环 ，) 为 其 Uartan 子 
环 , 4d 是 g 尖 于 日 的 模 条 。 那 么 ,如果 从 9 投射 到 6 中 去 的 嫉 性 
映射 9g 洲 是 各 (4 二 4 则 9 可 以 扩充 碟 为 昌 之 目 同 构 哎 射 。 
» 3. 有 el 的 标准 基底 
定理 生 能 6 为 避 . 上 之 守 单 生 Die 环 ， 日 为 其 Cartan 子 环 ， 
各 一 入 十 名 本 g 关于 是 的 特征 空间 分 解 。 潭 么 , 从 名 个 ta 选择 
出 瑟 . 到 0 可 以 使 
: BIE Ee) = ~1, Na,s=N-_a,-a. 
(Naa 是 由 [了 ,请 sj 一 入 waBoate 所 规定 的 。) 
三 明 在 定理 3 内 ,以 由 一 gs 一 9 81 一 上 一 日 ， pH) 一 一 瑟 ， 
旭 由 于 Yo = 一 ai 于 是 9 使 驾 系 书 变 。 因 此 , 9? 可 过 扩 无 成 为 
8 之 自 局 构 9。 全 由 各 gw 选 则 a 下 0 全 Bi 了 a) = 一 4, 因此， 
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我 个 写 BU) = FC go, 

如 果 把 下 写成 4 一 peas 则 因 BO 6 了 DD=B(F6, 了.y) 
一 一 4, 因而 有 pnp-u 一 i。 对 于 各 6， a Fa 一 Pa 的 pay 证 它 
满足 由 -ax 一 Ca al 为 所 求 。 事 
守 上 , BiG, BD,) -元 - 元 - - BFe, pp 二 一], 如 上 嵌 黑 颁 [Es, 玉 sj 
一 .sa+6 由 在 两 边 施 以 运算 (由 于 P(Es) 一 二 PF-a™ bab-o 
一 一 -a= 加-。)， 刚 得 

[BB_sl— No o_o-g. 


开外 


于 是 so=N ee 证 毕 
由 站 的 基 诬 号 1，…， 羡 :和 和 省 gu 之 基底 Bo 所 或 的 站 之 基 晤 
五 1， Wii i, He 4)， 如 ~ 


HEhetle<ie), BliBoy Bn) = —i, Nye= ls,_8 
刻 立 时 , .这 种 基底 就 称 做 9 之 Weyl 的 标准 基底 。 从 定理 2 知 
道 , 在 标准 直 诡 下 ,Ns 蚌 实 数 。 这 种 标 维 基态 之 和 全 后 四 定理 
和 4 以 及 8 265.3 保 放 的 。 


831 数 窗 的 实 形 


定理 1 复数 体 C 上 之 站 单纯 lie 环 f 具有 如 下 的 实 形 如 : 
gu 之 Eilling 形式 了 取向 得 。 亦 凶 ， 对 于 gu 之 各 个 元 案 于 天 0， 
BA{E, EE) <0. >» 
三 明 . 取 9 之 Oartan 子 环 8，9 分解 为 b+ 再 取 
Wey] 之 标准 基底 百 ;，…， 五， 吾 s(az#0)， 以 
Us— BEB,, i Be) i= VD, 
如果 把 站 pm， 2 ， DT Vola 大 0) 的 实 系 数 之 线性 精 合 式 的 全 
体 记 作 g. (这 里 Us=DUs, Fo= 天， 团 么 ,由 于 
[iHy, Ua =a( HOY, [iHss Val = 一 wa) Ta， 


一 ae i 
TT Tp ee ee rr er 
TEE HH pi ri pp pe pi rr r r-- -一 -， 
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[Us Val = BH, z 

[Us Vol=Na aV oarst+ NoaVen (a+BF0), 大 

[Ua, Ul = No, eoU ura Na, osU ne {4 十 户 下 0)， 

[Fe Ve] =—NoeUsrat NaaUes (aa 十 明天 0 
成 立 , 而 且 所 有 的 六 .a 都 是 实数 , 所 以 有 [gs， gj 所 gs。 因 此 ,， 9。 
是 实数 体 上 之 Lie 环 ( 在 一 个 规定 之 顺序 下 )。 和 a>0 的 a 对 
应 的 U6, Vs 等 与 HH …, 五 : 显然 租 戌 8 在 CO 上 之 基底 ,因此 , 沁 
们 也 竺 成 te 在 乒 上 的 基底 。 于 是 

B= et gu Gu Gos = 0}. 
因此, 人 是 8 的 实 形 。 
如 果 中 ,了 E ge， 刚 Bl 下 ,了 ) 一 B( 玉 ,了 ) (由 于 qs 之 基底 

也 就 是 g 之 基底 )。 从 此 容易 推 知 ,如 果 取 好, 恒 BLUH;, Hy) = 


成 耻 的 话 ， 则 区 于 Qu 亿 元 天 下 = Dé 村 十 总 Ur 十 POG ny 
有 BX, 车 一 卫 训 ~2 忆 虽 一 2 人 ss < ( 开 二 D)， 


因此 , B, 是 取 负 秆 的 。 证 毕 

注意 于 由 于 Bs 取 负 值 ,所 以 名 之 自 同 物 群 4(8w) 当 取 gw 之 适当 基底 
时 ;是 实 查 交 群 0(w) (n 一 dim 的 的 天 于 群 ， 因 此 是 狼 效 的 。4 (gw 之 Lie 环 
是 出 gu 之 求 导 还 利于 所 成 的 Le 环 守 , 因 和 敬 w 是 于 狠 祁 的 (BB, 取 黄 值 ,当然 
是 非 退 化 的 ) , 所 以 信 =a4 (9 ww。 因 此 , 以 作为 Lie 条 的 致密 Lie, 群 
和 (Cd) 就 作出 来 了。 事实 上 1 我 改 有 如 下 的 Weyl 定理 (证 略 ) 。 
定理 2 Weyl 定理 ) ”实数 体 上 的 年 单 地 Lie 环 g 之 Killing ， 
形式 B 如 取 负 值 时 ,上 则 以 8 作为 Lie 环 的 所 有 连通 Lie 群 者 是 至 
密 的 。 四 

因此 ，Kining 形式 取 钢 值 鬼 那些 实数 体 上 之 牢 单 邦 Lie 环 
称 为 数 窗 的 。 定理 1 之 gs 是 6 的 致密 实 形 的 一 种 。 有 时 称 ge 是 
6 的 音 式 限制 (0nitary restriction) 。 一 般 称 致密 实 形 为 数 密 形 
(compact ftorm ) 。 


Tr 
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注 夫 2 复数 体 C 上 之 中 单纯 Lie 环 9 的 变 第 形 “ 丰 本质 上 ”可 诅 明 只 有 
-种 。 也 就 是 肢 ; 如 全 ,加 是 和 之 发 密 形 ;期 gj 导 go， 

例 1 工 SL(nyC) 红 (aC) 之 种 宿 形 是 SU (mn) 之 Lie 环 8nu fm) ， 这 桩 事 
实 利用 26 之 基底 就 可 以 知道 SU (m) 是 8L(n,0) 的 致密 于 群 , 而 且 是 
St 和) 之 楼 大 的 孜 窗 子 涤 。 杰 朗 包 含 8 (n) 的 Srfnye) 之 救 窗子 群 除 
SU (n) 刘 不 存在 共 他 的 改 窗 于 灶 。SL(%0) 作为 拓扑 空间 看 待 时, 它 是 
SU ny 和 Buclid 宏 间 之 直 积 ; 这 是 可 以 姓 明 的 。 事 实 上 ， 对 于 任意 速 通 的 
Lie 烙 8, 我 们 知道 有 以 下 的 定理 。 

定理 3 (Gartan-Malcev-Twasawal 任意 巡 通 Lis 群 全 含 
有 极 大 的 救 密 子 群 站 ， 关 蚌 他 的 融通 Die 子 群 ?如果 fF 和 作 疙 拓 
扑 空 间 看 待 , 崖 宅 是 站 和 了 aelia 空间 揭 站 积 。(《 其 实 我 全 已 知道 
如 下 的 事实 : 人 之 琉 子 集 召 存在 , 它 和 faciid 空间 是 拓扑 同 构 的 ， 
9 之 任意 元 素 9 可 以 用 9 一 如 志和 下，eE 五 ) 唯一 开 裘 示 出 ， 有 与 
e 是 9 之 连 缠 画 数 ,) 还 有 对 于 G 的 任 瘟 珊 个 极 大 致密 子 群 KK1 与 


下 ,， 如 取 适 当 韵 G 内 元 素 o， 风 有 aKa 站，， 


注 逢 3 GL(ny0) 之 表达 通 Lie 子 群 GG， 加 果 对 于 它 的 每 一 元 素 4E 台 
都 满足 Ee 时 ;可 以 证明 GN5CG) 是 如 的 一 个 极 大 汶 密 子 群 食 。 利用 这 
个 于 群 还 可 以 求 5L (ny 0) 的 极 夫 器 帘子 群 8U (9) ， 

例 3 Otn, 0) ?twy0) 的 笋 密 形 是 004) 的 Lie 环 9(%)。0(n)， 
SO 分 别 是 O00) ;S59(ny0) 之 极 大 癌 帘 子 群 。 

例 3 SplnyC) 避 (ny C) 之 豆 窗 形 是 Sp(0) 之 Lie 环 避 (9) ,SP (内 


是 部 (ny 吕 ) 之 极 大 至 窗子 群 。 


重 4 Lorents 烙 ”使 Ki #1 = Tt "一 Tads 


不 变 的 实 粮 性 变 摸 所 成 有 鬼 Lorentz 群 , 其 极 天 的 到 密 子 群 可 取 作 如 


可 站、， ， r 
J ) AEDrY BEOm-—+) 


形式 的 既 阵 所 成 的 子 汰 。 


各 1 阶 复数 直 阵 C318) 之 元 素 so， 其 实数 部 牙 与 姬 数 训 英和 省 为 mtx 与 和 Wn, 当 有 关 
59 IE 之 过 项 式 瑟 ， PA 征 当 地 择 取 时, 访 Pi 一 9, mr Pw 一 0 凶 (2ir) EGLIUn， 
0) 之 合体 作 为 访 训 (实数 部 分 与 虚数 部 稻 作 为 举 标 ) 基 代数 的 群 时 , 铸 笃 就 用 不 
着 的 连通 性 。 . 


到 可 
an 人 
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$32 分 类 的 原理 
1.… 根系 的 相似 与 Lie 环 的 同 构 


识 0 ”gs 是 复数 体 避 上 之 后 单 纯 Lie 环 ; by fs 分 草 是 它们 


| Qartan 子 环 。9, 关于 8; 的 根系 是 4 一 1 2 。 椒 如 26 所 
讲 的 是 实 Buaelid 空间 (0 we 中 的 有 限 梨 合 。 在 这 里 要 讨 芥 如 何 
由 由 与 dd 去 特定 昌 与 09 是否 加 构 。 

首先 假 荡 gr 和 ga 是 同 板 的 。 和 由 6 投射 到 98。 上 的 同 构 映射 
二 作 w, 如果 pp (09) 一 ba， 天 因 0 地 是 中 之 Uartan 子 环 , 所 以 必 
有 适当 的 g 之 自 同 构 小 存在 , 惩 外 由 9 一 ba (§ 22, 定理 1 站，、 因 
此 ,各 果 以 we 代替 g， 剧 可 以 假定 pt) = 二 Hy， 加 aE 生 ， 取 
Ow Fa 《Ga 捍 在 

[BH, BA] =alH) Ee, 
之 两 边 施 以 运算 9 , 则 得 z 
[oH), olEa) =a(H)9 (BHED), 
对 应 于 的 bs 上 之 一 或 形式 4 如 果 规 定 为 
optH))=alH) (HE Hl), 
p(B,) ~ Bo, 其 知 DEE (93 Ed 当 g's 在 了 
上 所 引出 的 黎 性 喘 射 记 作 go: 后 _>53 时 , a 与 a 并 的 关系 由 
Qa 一 tgolan) ， 亦 妆 ， 2 一 和 多 于 (0 和 

所 答 定 。 因 此 ,得 到 :p51 人 41) C 4 同样 可 得 多 o(42) 己 贡 ,于 是 
有 :of(4 = 41， 由 名 380 的 定理 3 知 , fpa 是 从 Buclid 空间 (2) ps 
投 到 1) pr 上 的 省 同 变 摸 ，41 和 ds 是 合同 的 。 

反之 ,如 果 4 和 加 是 合同 的 , 亦 序 由 上 3) mr 授 到 01) pr 上 的 
合同 度 模 8 存在 ,全 昌 4 一 中 则 和 和 后 之 同 物 蕊 为 显然 
($330, 定理 3)。 

如 上 所 了 述 , gs 0 各 山寺 4 (合同 ) 显然 是 等 价 的 。 
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Euclid 空间 | (0) nm 之 度量 , 亦 朗 内 积 , 基 利用 gi 之 Killing 形 
.让 Bi 定义 央 来 的 侣 四 , 全。 在 空间 各 ns 内 ,和 如果 认 定 只 有 上 长度 
单位 是 变化 的 , 若 4 有 队 相 假 情 况 外 是 完全 确定 的 。 因 此 ， 
代 守 gg 和 dc 住人 
是 等 价 的 。 
2， 由 要 的 基本 系 构 成 根系 | z 
琐 g 是 复数 体 C 上 之 秆 单 丫 Lie 环 , 6 为 其 Oartan 子 环 ,4 
是 8 甘于 0 的 根 柔 , 耳 是 根 之 基本 系 。 和 由 开 = foa, …， oy} 如 何 决 
定 4, 下 面 将 悦 明 这 一 点 。 
4 之 任意 元 素 “ 可 以 唯一 地 写成 这 样 的 形式 : 


忆 
此 一 2 mt。 
4 三 


这 里 ,ay …， mm: 是 具有 相同 符号 的 整数 。 对 于 自然 数 c, 以 
4 = a= Emm 4 0< mel. 


对 于 各 xE 4, 择 取 适当 的 <， 耶 xc 4 或 一 wE dds， 两 者 必 有 其 

一 。 因 而 有 4 一 卫 ， 和 如果 dd， 4s， “知道 时 , 则 4 也 就 爱 

得 了 。 

现在 我 们 要 说 明 : 当 4; 已 知 时 ， 则 deni 也 就 确定 了 。 (这 因 

就 可 以 利用 归 绩 法 , 4 可 由 五 来 决定 .) 首 先 要 瑶 明 ,如 果 YE dosn 
7 人 4 测 有 BEd4o oiE I 存在 ;使 

?7 一刀 十 所 。 

”利用 五 ; 在 根 之 间 引 进 硕 序 人 中, 的 ， 旭 7y>0。 如 果 对 于 各 个 

st， 有 有 Y ,0) 委 0， 则 和 引 站 ,8 的 定理 13 同样 地 知道 ， oj, …， 

“和 ? 是 线性 无 关 的 ， 因 而 产生 矛盾。 因此 , 对 于 某 一 个 5， 有 (7， 

mm) > 于 是 如 以 7 一 一 B, 则 BE 4 人 中 3 之 定理 7 的 条 )， 

明显 地 BE 4,. 
， 和 如 上 所 访 , 经 聊 得 4 只 要 在 具有 形式 mB(mE 了 


II 
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BE 4) 的 元 案 中 ，、 讽 六 定 哪些 是 属于 4 的 就 好 了 。 怒 BE J， 
mE 剧 在 日 之 or 般 数 人 十 pa 中 ,v= 一 j， 一 7 二 1 
一 1 的 这 一 部 分 是 知道 的 (因为 展 定 4 是 知道 的 ) ,于 样 ,7 了 就 可 以 
确定 了 。 另 一 方面 , 由 于 2(48, 90 一 9 一 各 (ou; 4) ;各 果 7 俏 定 
了 , 卓 也 就 确定 了 。 如 果 二 4， 期 8 十 mE&€ 4; 如果 包 一 0， 则 
B+ 4. 因此 , Ba 是 否 属于 du 可 以 由 天 是 否 满 足 关 1 
来 判定 . 

全 1 就 从 二 = 卫 构 成 省, 设 ao sgEH 剧 因 ap 一 a 不 是 要 (§ 290 .8), 
所 以 上 上坟 的 j 一 0 而 下 由 23837500 二 一 上 opyto) 撕 定 汪 。 于 是 ,得 到 这 样 的 
-和 : 

| 如 (aps to = 二 0 出 2 十 ae 不 是 往 ， 
Hl (py Ho) < 斯 徊 十 是 柱 。 

加 二 所 壕 ; 由 囊 就 可 决定 4， 因此 ， 对 于 复数 体 © 上 的 两 个 个 单 久 Lie 
环 昌 与 a， 如 根 之 菇 本 又 于 和 2 是 相似 的 ; 则 往 条 二 和 4 也 是 相似 的 。 
入 而 ;由 和 33.1 知道 , 和 和 tw 是 癌 构 的 。 

上 及 之 ,如 果 册 和 gs 是 同 构 购 , 剧 可 以 证 明 Hi5 了 为 相似 
的 。 这 里 除去 证 明 全 。 于 是 有 
”定理 1 要 合身 ~gs, 则 其 必要 与 充分 的 条 件 是 Joo 
“相册 )。 


§ 33 Enclid 实 间 内 向 量 的 可 容 系 


工 ， 定 义 
设 8 是 C 上 阶 数 为 了 的 守 单 业 Lie 环 , 日 为 其 Oartan 于 丈 ， 
五 是 & 关于 的 杠 之 基本 系 , 则 五 = {ou,…; m]} 是 1 亲 的 实 
Euelid 空间 bxs 中 的 工 个 阿 量 之 集 ， 而 且 具 有 如 下 的 性 质 : 

1 oa 0 于 乌 无 关 ， 只 


和 和 承 汕 第 了 7 童 , 3d. Te 
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(@) = 一半 加 (sa j<D 是 整数 ， 而 且 当 ij 时 ， 
oo, . 

如 果 是 单纯 的 , 则 更 有 

(8) 开 晨 鲜 物 的 , 亦 郎 , 工 不 容许 直 交 分 和 解 。 

一 般 , 当 / 淮 的 实 Buclid 空间 之 元 玉 cx …， om 满足 条 件 
(1) ，(2) 时 就 称 它们 为 三 共 的 可 容 系 (admissible system) 。 如 
果 可 和 容 系 同时 又 满足 3) 时, 剧 称 之 为 既 航 可 容 又 。 

2， 属 于 可 容 系 的 图 形 

以 下 就 求 由 闪 可 容 系 开 的 向 量 4, 0; 所 成 的 交角 8。 由 条 


二 


件 ( 力 ;多 知 - 
90?<9s180?。 
武 考 赎 8 炎 90* 的 情况 。 因 为 cosg 一 人 <0, 所 太 m 


一 一 2(an oa) / {yy oj) 是 正 整数 昌 。 因 此 , 4yax 一 40s*9<4; 反 
之 有 4co0s 0 一 T 2 3。 于 是 
日 一 1202 ，18352 ，150”。 
这 上 时， ow |: | =an: wy 
因而 我 们 得 到 下 玫 ( 为 了 箭 音 起 网, 识 ja| 之 [|)。 


lala:lel 


因此 ， a 和 a6 所 成 的 变 角 必 为 90"， 120”, 135° ，150” 中 的 
一 种 。 此 和 外, 如 果 变 角 不 是 90, 则 当知 道 向 量 长 度 之 孕 方 此 
ql*: ja]? 时 , 训 可 制定 其 相交 的 角度 。 


1 ph, 称 沪 i 过 Cartan 埋 数 。 


、 


rp ar Pt 
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对 村 = 0, 中 的 省 cry 使 之 和 有 面 上 的 一 上 鳞 订 应 


(这 个 虚 仍 记 作 om) ,这样 就 在 平面 上 得 至 i 个 点 。 衣 mm 和 aj 所 
成 的 变 角 为 吕 且 |o| 之 |%|, 那么 ,各 点 之 其 按照 如 下 的 规则 用 
粮 役 巡 灶 起 水 

(a) ,如 9=120° so 一 oo = 

(b》 加 8 185° wo 一 oo + 

(0) 如 0O=150° o>0a* 

(d) 如 8 一 90” a 与 aj 则 没有 线段 连 精 。 

这 样 作 的 范 , 对 于 可 , 就 有 平 曾 上 的 曾 形 (由 【 个 点 及 其 相互 
期 的 连 精米 眉 所 应 的 ) 和 它 对 应 , 这 个 图 形 称 为 对 应 于 卫 的 图 形 。 
显然 ,区 不 容许 站 交 分 解 的 事实 和 图 形 是 连通 的 ( 务 从 任意 一 点 

出 发 ,通过 连 炎 线段 可 以 到 达 其 他 任意 一 点 ) 的 事实 是 等 价 的 。 

”如 有 ! 杂 的 诡 较 可 容 系 TT 各 s, 那么 当 IicoTs 时 ,和 它们 


相对 应 的 图 形 是 一 臻 的。 反之, 如果 了 和 Hs 的 图 形 一 致 时 , 剧 


容易 知道 总 xc 也 >。 

其 如 ,就 求 对 应 于 4 Do Oo 了 型 的 各 单纯 Lie 环 的 栋 之 
基本 系 了 的 图 形 。 在 中 站 ~ 和 28 里 对 (ay oy) 四 因此 
我 们 得 由 下 面 一 些 图 形 。 


A 3 oo ~ -0—O (tnxl) 
| 2 re 他 

B, D 一 0 一 ------- -ED (inl1) 
ty 7 站 nb nm 

: Cn OO OD Or——----- 一 一 并 


C3) 


n= 


注 汪 1 第 上 E 图 星 生 一 站 一 5 一 Cy 0 一 4。 因 此 得 到 
aC2, 0) mo(3， D) 8p (1 0), 


一 
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DBO) py Oi 4 
nt6, Ot4, 0). 
3 婚 构 可 宕 系 图 形 的 部 分 图 形 
设 ! 雅 肯 葛 可 容 秒 五 = {o，…， 叶 的 图 形 为 工 . 连 精 工 之 
随 总 of i 的 亲 段 数 日 避 为 "wy (二 7?). 显然 OryS3,， 与 0 
所 成 的 交角 日 其 383.2 可 以 推 岩 ,外 
fy 
2 


CO80 = CT— 和 ~ 


如 果 mn 方 问 的 单位 同 量 为 Yi 邪 么 ， Yi 一 Ta 对 于 实数 
GQ 局 一 > cy 则 有 


(¥, Y) = a 一 0 TO, (83., 1) 


如 果 (G4; 只 天 0， 及， 出 (33.1) 的 不 等 号 成 立 。 
of oo- jp) 

称 为 属于 天 的 正 值 二 次 形式 。 

取 工 的 一 部 分 从 点 ,例如 训 ay， …, omy 顶点 ad oj 代 二 区 和 
m) 间 用 ro (起 fy) 根 纺 眉 连 车 起 来 ( 当 jwo| > | 时, 和 拓 前 是 愉 
oz 指向 oo) ， 就 得 天 一 个 图 形 过， 二 时 做 工 之 部 分 图 形 。 对 于 这 
个 元 ， 可 作品， "ny Gm 的 二 次 形式 

> 之 CO NT = 六 fo ‘0 Cn), 

这 形式 称 为 属于 部 分 图 形 5' 的 二 次 形式 。 
加 果 tn 全 都 闫 0 或 全 妓 志 0， 并 由 于 ~vrw 守 rr 耳 


去 让 
时 一 之 60f NTH > 全 时 一 | CDV TH 
ee 让 et 一 1 


于 明生 弟 8 童 单 裤 Lis 环 的 著 灶 " 


fr lo, 四 cns 0， ss 0) filo, a cm), (383.2) 
全 这 里 ,我 们 得 到 下 面 的 引 还 。 
引 理 对 于 满足 


fd 2 人， ii Cn 0 之 cr>0 


' 的 任意 突 数 1， Do 有 frrl01,……'， on) >0. 
利 所 这 二 引 理 ,我 们 可 以 职 竹 图 形 荆 不 会 具有 如 下 情形 的 部 
和 元 图 形 上 上 ， (由 于 矢 向 无 琴 朝 着 哪 一 个 方 癌 都 可 以 ,因此 把 它 省 
略 擅 -) 
-6 ~? 


[1 ge 
实际 上 ,顶点 从 左 算 起 , 裔 为 a1, 93, 50s， 天 
fir(01y 09) C8) = 人 eV 3 0603— Cacss 
当 Ci—~v 8, 63 一 ， ca 一 工时 ， 大 一 0 - 。 
这 和 这 反 引 理 1. 在 [了] 之 图 中 , 顶点 am 下 所 注 的 数字 是 使 10.=0 的 
相 度 的 全 ,例如 在 顶点 a 下 面 注 以 =3; 同样 , 在 线段 ww 的 上 
面 尘 忆 和 — Gry Ty 相 详 前 数学 ,例如 在 米 由 cts 上 加 , 注 以 
一 EC fr 一 -= 3。 本 ‘383=—6 


以 下 的 图 形 各 傣 此 。 
[一 9 (大 点 mn(>3) 个 ) 
[81 oo (大 虚实 抽 个 ) 


【大 点 98) 个 ) 


8 33 中 elid 空 局 内 向 基 的 可 次 对 世 B 


< 1 《顶点 4(3 且 个) 


9 
和 4， 蔬 榴 可 客 么 的 决定 工 有 三 重 烧 段 的 情况 

瞩 和 可 容 系 也 的 图 形 上 如 果 有 三 重 闭 段 , 如 上 ' 不 会 再 有 其 
他 嫌 段 ( 穴 限 $33.8 之 [411)。 因 此 , 工 之 图 形 有 各 . 


CG OO 


这 称 为 Ga 型 。 | 
5.， 馈 烙 可 容 系 的 决 定 I. 有 二 重 烤 段 的 情况 
如 果 工 没有 三 重 灯 段 ,但 有 二 重 业 段 , 卓 二 重 钱 段 除 一 条 外 再 
无 其 他 的 二 重 业 眉 ( 密 腿 $883.38 之 [23])。 而 且 工 不 会 有 导 歧 点 
(参照 $33:3 之 [8])。 此 外 , 工 不 会 含有 一 重 或 二 重 米 段 所 成 的 
闭 矿 路 (cycle) ( 套 腿 $33.3 之 [种 )。 这 时 可 以 好 为 如 下 各 种 
情况 : ， 
. (a) 从 二 重 写 段 的 两 端 出 现 一 重 械 段 的 情况 :这 时 根据 833.3 
之 [5], 五 之 图 形 有 如 


下 
下 称 为 a 型 。 


(b) 从 二 重 靖 自 的 一 端 出 现 一 重 右 段 的 情况 : 这 时 工 的 图 形 
作为 上 渡 的 粘 划 ,有 如 


' 


184， 第 6 音 单 业 工 la 球 的 共 梁 
一 全 一 人 

顶点 的 个 数 发 为 wm， 则 根据 矢 疝 的 方向 , 工 粗 成 前 面 §38.2 所 述 
的 8B 或 0; 的 图 形 。 

$6. 斌 灼 可 窒 系 的 决定 III. 只 有 一 重 厂 段 的 情况 

屋 工 只 含有 一 重 厂 段 。 这 时 上 不 会 有 2 个 以 上 的 分 歧 虚 
($33.3 之 [人 i 里 , %>>5 时 ); 从 一 个 顶 虐 届 出 的 训 段 顶 多 只 有 三 条 
($33.8 之 [外 里 , n 一 5 时 ); 工 不 含有 了 矿 路 (人 83.3 之 [4)。 这 
村 可 以 分 成 下 面 两 种 情况 : 

(a) 没有 分 岐 点 的 情况 : 这 时 工 租 成 338.2 所 可 的 4。 的 
图 形 。 

_(b》 有 分 歧 点 的 情况 :从 分 歧 点 分 出 的 粮 段 之 “长 ”不 会 全部 
>2 ( 套 照 8 38.3 之 [7]), 亦 序 , 于 少 有 一 条 之 长 是 1。 和 如 果 有 两 
条 长 为 工 的 弹 段 自分 岐 点 分 出 的 匡 , 刚 为 $33.2 之 只 的 图 形 。 

最 后 ; 假 训 从 池上 岐 点 分 出 的 禄 自 长 为 1, D，9iP 大 2 9 人 。 
PD 一 9 二 2 村, 工 称 为 Zs 型 的 图 形 , 有 如 


| 


p 一 2, 4g 一 8 时 ,上 称 为 B: 型 的 图 形 ,其 形象 有 如 


| ,. [| 


力 二 2， 9 二 和 4 时, 工 称 为 Es 型 的 图 形 ,其 形象 有 各 


一 2，g 之 5 的 情况 不 存在 ( 套 昭 $33.3 之 [9])。 
Pp 之 3, 9 之 3 的 情况 不 存在 ( 套 照 3 38.8 之 [8])。 


3 


Tr 


3 
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现在 要 验证 
Ga, Fa, Be, Br, Ea 
号 际 上 是 某 一 艇 和 攀 可 容 系 的 图 型 。 取 mn 十 1 准 Euclid 空间 "1 ， 
的 正规 直人 这么 6@1, “ntl 
8 一 461 十 6a 十 十 6n+1l9 
和 * 成 直 交 的 向 量 和 至 体 所 成 冶 %* 蕉 子 窒 产 记 作 和 
负 一 6 一下， 2 

构成 Br 之 基底 。 薇 由 ea 投向 如 的 正 射影 为 so 区 

5 一 人 人 se- | s (C=1, 2, .ntl), 


- - 1 一 1 
由 于 (gj 87 三 ,一 jl? (Bis 中 = 一 了 


等 等 ,在 利用 上 述 的 记号 下 ,我 们 容易 通过 计算 求 得 下 面 这 些 解 物 
可 容 了 对。 


et 各 二 号 ， Hl Naa— a 4 a= ta 
1 
= (06 0s—0) 


EB: (m=6, 7, 8)n=p~1, 
” =o 1l, 2, -…, pC—1), 


9 
Lp ~ je ; 

同一 一 8 一 6 一 63 一 - 

a 


把 以 上 所 说 的 粽 合 起 来 ,就 有 下 述 定 理 。 
定理 1 饰 者 可 容 系 一 定 和 如 下 图 型 
A, nl1), Bn2), CO, (n>3, Dm), 
Qs, Fa, Be, Br, Ks 
中 绝 某 一 个 相似。 这 些 图 型 彼此 互 不 相 亿 。 
这 里 发 生 了 这 样 一 个 问题 :以 全 ,4，Be， B71， Bg 作为 根 之 ， 


186 第 6 于 单 焊 Lie 惠 的 入 类 


基本 系 的 复数 体 O 上, 单 邯 Lie 环 是 否 存在 ? 对 此 已 有 肯定 的 角 
管 生 -如果 存在 的 话 , 天 除 同 构 外 是 唯一 形 和 窟 的 。) 这 桩 的 5 个 ia 
”于 池上 曙 称 汰 人 fa Ee, Bi 五 s 型 鬼 例外 单 强 Lie 环 (exceptional 
simple Lie algepra) 。 与 此 相对 的 有 4,，B,, 0,， D, 型 的 单 邦 
Lie 环 称 为 古典 的 单 和 Lie 环 。 人 只 9s 测 轩 s， 即 妇 z 一 五 s 型 的 Lie 


环 在 复数 体 CO 上 之 纵 数 有 如 下 表 : 
奏 娄 14 | 52 78 133 248 


据 上 记述 , 逢 理工 可 以 换 感 如 下 的 定理 ; 


定理 2 《Cartan 基隆 单 炖 Lie 球 的 分 类 定理 ) 复数 体 上 之 


单独 Lie 环 一 定 和 | 
As nl1), Bln22), O(n8), Dln4), 
Gs, Fa, Eo, Er, Es 
各 型 中 充 基 一 型 同 构 。 这 些 型 式 彼此 互 不 同 构 。 


各 大 照 书 未 交 贾 变 [Di; [4。 


ee 


第 7 章 ” 中 半生 Lie 环 的 表现 论 


章 介 癌 有 关 牛 单纯 Lie 环 之 表现 询 鬼 主要 定理 ,上 以 及 在 4，， 
B,, DO D, 等 情况 下 的 应 用 。 履 急 述 有 关 完 允 可 物性 之 Weyl 定 
理 , 甘 于 由 最 高 权 来 决定 表现 的 Cartan 定理 , 由 有 限 个 基本 表 弧 
产生 任何 一 种 眠 鹊 袁 现 ,关于 这 些 基本 玫 现 之 存在 性 的 Cartan 定 
理 以 及 它们 鬼 决 定 广 法 ,特别 对 4 BO P， 等 情况 下 要 作 有 具体 
的 说 明 。 近 年 由 Harish-Chandra 等 人 开拓 了 无 限 维 的 天 更 蕉 ， 
但 在 这 里 无 法 餐 到 ， 请 苇 者 参考 其 他 女 献 ， 例 如 书 末 文 献 麦 中 的 
[8] 。 此 外 ,特别 在 4; 的 情 党 下 ,利用 Young 的 图 形 ,使 肝 莉 表现 
在 号 量 空 则 中 风 现 出 来 (Wey] 理论 ) , B, 与 O, 之 旋 (spin) 表现 ， 
特别 是 对 三 丰 回 转 群 之 旋 玫 更 作为 应 用 而 加 以 设 明 。 悍 因为 籍 幅 
的 限制 ,类 但 的 证 明 咯 略 去 了 且 。 为 了 使 概念 的 义 述 请 楚 趣 见 ,要 
据 $85 以 下 的 实例 , 对 定理 与 定义 的 洱 义 进行 关 屿 就 可 以 了 。 至 
于 对 .4 B,, oO， D, 的 表现 给, 吉 详 种 的 滋 朋 请 容 考 书 末 的 文 
献 胡 。 
$ 34 既 构 表现 的 最 高 权 ,基本 的 饰 榴 表 更 


1. 权 的 变换 ,Wey1 群 

证 为 复数 体 C 上 之 定单 纯 Lia 环 ,0 了 是 4 的 一 个 Cartan 了 于 
环 。 以 下 将 8,0 作为 固定 的 , 辣 时 很 据 be 的 一 个 基 恬 对 Irs 引进 
上 顺序， 这 种 顺序 业 作 为 固定 的 。 这 时 单纯 概 之 人 至 体 记 作 = fo， 
on) (T=dimn). l 


痊 ” 证明 畏 参 辕 书 未 交 献 辜 [3], [和 ] [71 或 I Satake: On 名 thkeorem of 
EF, Cartan, Journ. Math., Noe, Japans 2 (TMil). 


188 加 7 事 站 单 拜 Lie 于 的 坊 现 给 


内 有 之 者 现 是 (p, 广 ,9 在 了 上 之 表现 可 以 导 避 出 来 。 这 
时 ,这 个 吉 现 中 的 9 之 入 4 称 为 5 拘 夷 现 (w, 六 (关于 名 之 权 。 这 
就 是 说 ,了 上 的 一 次 形式 称 为 表现 (pp, 站 之 入 , 氢 的 是 在 亚 内 有 
e*0 存在 , 对 于 9 之 任 一 元 素 瑟 有 pLH)e=A(H)s 成 立 。 根据 
8 22.4 之 定理 4， 有 | 
| 一 到 F。( 直 和 ) 。 


右边 的 总 和 是 对 表现 (op, 站) 之 所 有 的 科 (其 能 是 有 限 个 ) 而 兽 的 。 
事实 上 ,这 时 对 于 V4 之 每 一 元 素 x, 可 以 证 明 
piHg= (Hs (HED) 
是 碟 立 的 。 
权 才 在 be 上 到 实数 值 。 实 际 上 , 酸 对 应 于 根 nz0 的 站 之 元 
“过 是 五。 那么 如 果 整 数 J 汪 0, 53>0 按照 条 梓 
{2 ha 是 权 ， 
A 二 oa, A 1) a 、 不 是 税 
决定 时 ,和 (25.3) 同 样 地 有 
2 2(4,0) -7 一 4 一 整数 。 (834. 
因此 ,4( 吾 9) 是 实数 。 直 于 fx 是 由 五 。 架 弃 (span) 的 , 所 以 4 在 
be 上 是 实数 , 朗 El， 
、 渤 堆 工 在 {4+ve)8-+2 中 的 权 其 实 只 限于 {4+ vaj 呈 5 这 是 可 加 以 荆 
明和 的 。{4 二 va)?=*, 称 为 权 4 之 4- 般 数 。 z 


由 上 所 流 , 我 们 看 出 4 一 a A 一 (一 有 a 也 是 权 。 如 


oy 
以 a 作为 法 各 向 量 , 沿 这 法 厂 向 量 而 关于 ja 之 超 平 面 的 反射 所作 
8。, 那 筷 上面 的 式 子 就 是 对 4 施 以 反射 Ss 的 精 果 ,因此 可 以 号 成 


SC0D — A— a. | (84.2) 


当然 有 3 一 了 ( 恒 等 变 换 ) 。 如 果 特别 把 p 取 作 促 随 表现 , 旭 & 使 
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根系 4 不 变 , 郎 So(d 三 4， 因而 Ss 对 有 限 货 4 之 作用 就 象 一 个 
置换 ， 衣 如上 站， 由 rs 产生 了 SataE 相 ,fos 之 直 交 变 狗 所 粗 
息 的 妊 训 作 印 , 称 为 8 关于 了 之 WWey1 群 。 钱 的 泥沼 起 着 对 4 
之 吐 换 作用 , 而 4 架 成 gas, 所 以 久之 元 素 是 由 对 4 所 起 的 置换 
决定 的 ,因此 印 是 有 限 群 。 从 830 交 定理 3 知道 , 白 各 8E 琴 可 
轧 扩 充 到 使 的 为 不 变 的 划一 自 司 构 8。 其 实 ， 还 可 以 扩 克 于 
内 部 自 局 构 。 从 这 桂 事 实 就 知道 权 4,S(A) (SE 邢 ) 之 重复 度 是 
瓦 等 的 ; 亦 邵 
fiirn ,== dimY gra), 

和 视 电 殷 ), 加 果 SE 请, 章 人 SUI)= I ,di 仍 是 g 的 杠 之 
基本 系 。 事 实 上 , 著 王 与 五 是 5 基于 1 的 根 之 基本 孙 , 则 知道 
某 一 个 SE 玩 使 SCD)-- 瑟 ， 因 此, 兢 和 不 是 合同 的 (从 这 柱 事 
实 可 己 永 妓 ， 同 构 的 中 单纯 Lie 环 之 根 的 基本 有 系 是 相似 的 )。 还 
有 ,于 是 由 Sa，…gsu 生成 的 这 一 事实 也 可 以 推 知 。 

2， 吉 更 之 最 高 权 | 

8 的 起 现 (o, 门 之 权 4 是 6 上 的 实 形 式 。 考 虐 到 Dn 中 确定 
的 基底 所 定 的 顺序 , 对 表现 (p,P) 之 权 本 也 引进 顺序 。 关 于 这 嘎 
序 , 最 大 的 权 册 , 亦 序 对 于 其 他 的 权 4 有 关系 

do>A 
的 权 如 , 虹 币 表现 ip,『) 关 于 某 一 考虑 到 的 顺序 的 最 高 权 。 对 于 
最 高 权 心 ,我 个 知道 有 dim 4 一 
3. 可 提 最 高 权 的 儿 和 穴 况 之 决定 ,Weyl 的 完全 可 钩 性 定理 

定理 1 (0artan) 瑟 上 之 谣 构 表现 (pv) (一 1,2) 的 最 高 
权 务 为 心 与 2 如 表现 (pi) 1) 和 (1ps， a) 皇 夫 的 必要 与 在 分 落 
件 是 = | 

这 几 明 , 弃 徇 夫 现 等 价 性 之 刊 定 妇 糙 为 一 次 形式 的 一 改 。 因 
此 , 怠 决 定 所 有 网 弃 焙 用 现 ,只 要 决定 那些 构成 最 高 权 的 一 次 形式 
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之 全 体 就 好 了 。 关于 8 的 才 现 是 否 为 证 煌 表现 的 问题 ， 有 各 下 的 
基本 定理 。 
定理 轩 (Weyl) 1 之 任 党 表现 是 完全 可 罗 的 0 
4. 了 上 的 芒 性 形式 是 某 一 表现 的 权 之 条 件 . 
3g 之 表现 的 权 4 不 能 是 5 上 的 任意 一 次 形式 。 由 ( 山 知 道 ， 
2(4, OD/ (a) oa 一 整数 对 于 各 根 wx0 是 成 立 的 。 合 平 下 一 条 件 
的 了 上 之 一 次 形式 称 做 攻 形 式 。 因 而 权 必 然 是 整形 式 。 反之, 有 
下 这 定理 。 
定理 3 5 上 的 整形 式 二 是 革 一 钱 煌 霄 现 之 权 。 
5. 上 之 整形 式 是 某 一 表现 之 最 高 权 的 条 件 
已 知 蚊 上 的 整形 式 1 是 某 一 表现 鬼 权 ,但 又 发 生 另 一 问题 : 
上 怎样 的 整形 式 4 才 是 某 一 证 秽 居 更 (p, 太 之 最 高 权 ? 首先 ， 求 
中 必要 条 件 。 和 如 果 4 是 弃 物 表现 (p, 中 之 最 高 权 ， 那 来 对 于 各 
SE 十 , S (小 也 是 发现 (p, 四 之 权 。 因 此 
5(A)<A (对 于 各 SE 卫 而 证 )。 (84.8) 
满足 (84.8) 的 9 上 之 丈 形 式 4 叫做 强 蓝 形式 (dominant) 。 晨 别 ， 
当 取 反射 S。, (由 单 秀 柜上 所 生 的 反射 ) 作 为 8 时 , 根据 (84.2) ,要 
(34.3) 成 立 , 出 / : 
z (A, o>0 (GS=1, ,0) (B84.4) 
是 必要 的 。 联 系 上 面 的 条 件 , 久 下 的 定理 也 成立 。 
定理 4 (Qartan)”( 了 D5 上 的 温 整 形式 是 某 一 斌 移 表 现 的 最 
高 权 。 / 
(2) 5 上 之 整形 式 4 成 为 强 整 形式 的 必要 与 光 分 条 件 是 
(34. 人 成 立 ， 
”Wail 的 证 明 大 致 如 下 : 要 据 821.1 未 了 的 注意 , 只 页 能 慰 明 5 之 至 审 形 gw 
的 尾音 复 淡 现 p 是 完全 可 鹊 的 就 好 了 。 作 出 以 gu 妆 作 工 te 环 的 致密 建 圣 Lie 群 人 地 


及 宅 的 天 观 靖 ， 使 3P 一 5 那 末 根据 炎 密 的 更 答 ， 尸 是 党 全 可 靳 的 ， 因而 , Pp 也 党 全 可 
板 ” 而 村 作 忆 二 疡 ,利用 号 3 的 三 ey]1 证 还 , 取 单 速 通 Tie 群 作为 日 就 可 以 了 。 
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6. 表现 之 驱 量 积 的 最 高 权 
屋 有 8 的 两 个 表现 (p， 及) 与 (ay D) ,已 
VV ta Um Ut D4, 


对 人 妇 ,显然 有 \ 

VEU = 3 翌 V RU. (34.5) 
如 果 潜 由 到 六 HU 上 的 天 现 pcac， 则 

(FV 的 Ca 一 ， 3 了 La (34 .6) . 


成 站 。 事实 上 ,车 wEVa, YE Da 则 有 
pF)rRyt oo (Hy= (d(H)+A(H)) (oy), 
因而 有 (84.6) 。 这 式 章 味 着 关于 昌之 表现 ， 要 求 了 CT 之 特征 空 
间 分 解 ,只 要 在 84. 碎 里 把 所 有 有 的 和 4 两 两 各 配 成 对 ,使 每 对 
的 4 册 十 4 彼此 相等 就 行 了 。 
， 竺 别 当 和 履 冰 为 最 高 权时 , di 十 本 是 FT 上 之 下 各 
的 最 高 私 。 ， 
注 交 2 部 使 7 与 下 都 是 谣 绝 的 ;7@T 却 不 一 定 皮 绝 。 包 含 语 GTA 
的 TU 共 最 小 的 g- 不 变 于 空 并 于 宕 了 一 种 序 移 天 现 ;y 以 出 + 击 作 为 最 
高 权 。- z 
“了. 匡 本 的 既 构 裕 现 
敲 5 上 的 整形 式 之 圣人 体 为 第 ， 强 整 形式 之 至 体 为 第 +， 央 
音 乙 和， 可 以 证 阴 , 第 是 1 维 Euelid 符 各 fa 中 县 ? 外 格 子 群 。 : 
亦 序 
定理 5 (Oirtan) ， 第 中 存在 着 个 娘 性 无 关 的 元 素 人 4, …， 
A 第 和 3" 中 形 如 Dy mslms, + ,0 是 任 宣 获 数 ) 的 元 素 之 公休 
所 让 的 集合 是 一 致 的 。 秆 + 是 和 - 
、 Er (=1, 人， 六 
这样 的 第 中 元 素 的 至 体 -我 的 。 


a 
CE EP gy gpg eg rir PE Er rp pe lsh le a pd el LP a 
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以 这 样 的 由 , …， 水 作为 最 高 权 的 4 之 底 葛 求 现 ， 分 别 让 以 
(pi 中) ，…; (py 让 ,这些 才 现 称 做 g 的 基本 斌 欧 卖 现 (或 就 构 
吉 现 之 基本 邓 ) 。 末 些 4 ,…, 几 时 做 基本 的 权 ( 或 权 的 基本 系 ) o 
这 时 ,以 强 整 形式 4 作为 最 高 权 的 弃 阐 玫 现 (p, 了 ) ,可 以 用 以 下 的 

方式 求 短 。 如 果 4 表达 成 | 

4 = oa 十 … 十 mr (mm 是 整数 ,而 且 关 0) ， 
期 由 半 34.5, 4p, 玉 是 

ee ee de 证 一 已 . (834.7) 


之 也 烙 成 牙 ， 它 和 含有 女 之 最 高 权 4 的 特征 空间 U4= 《D4 
D4 的 最 小 -不 变 子 空间 上 
之 表现 是 等 价 的 。 

这 样 说 来 ,形式 为 (34.7) 网 才 现 ,分 解 为 院 析 成 分 从 此 就 可 
以 求 得 g 之 任何 刻 狗 裘 现 (有 无 和 多 个 )。 根 据 这 个 理由 ,所 以 (py 
了 全 二 六 称 做 6 之 基本 瞩 构 表现 。 
” ”计算 基本 权 的 肌体 方法 以 下 将 要 提 到 。 对 于 4g 之 根系 4 

aE 4 之 “ 反 屿 "a* 规 定 为 


2 (84.8) 


oa) 
a" 也 是 Dr 的 元 素 。 各 以 二 = 人 gE 4 邮 因 .4 也 是 阶 数 党 ; 
、 的 划一 和 定单 纯 Lie 环 9 之 要 和 水， 因此 ， {or , 0 } 租 访 小 的 概 之 
基本 系 。 那 就 是 说 ,任何 一 个 oeG 4*, 可 以 用 


of 一 9 十 … 十 2 
的 形式 险 一 地 直达 出 来 。 这 里 的 ri mi 是 莫 数 ， 宅 和 们 或 潜 同 
时 关 0, 朗 mw 之 0; 或 者 局 时 专 0, 郎 oo 和 0、 从 而 浊 上 的 一 灵 形 式 
4 成 为 整形 式 的 条 件 是 、 
Cd oo， (4 可 ) 公 为 整数 。 
4 成 惊 强 获 形式 的 条 件 是 
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(do …，(4 ,00) 全 都 是 产 0 的 整数 。 (84.9 
因此 , 要求 4，…, 妹 ， 只 要 解 
Cm)=6, (lat, jeD (834.10) 
就 可 以 了 。 亦 邵 ， 把 和 {od，… 过] 成 对 偶 购 0n. 之 基底 取 作 1， 
,zl 就 行 了 。 这 时 对 于 权 A t,o) 一 mt 划一 2 十 
me, 


30 古 典 单 绅 上 ie 环 的 基本 证 煌 表示 


下 面 可 到 有 关 Uartan 子 环 利根 之 和 基本 条 lm", Cnt 的 事 
情 与 $26 译 和 29 所 述 的 一 样 。 到 号 也 等 的 使 用 也 和 以 前 相同 。 

1. A,.= $I(¥f+1, ©) 

6 是 由 守 Bu( 信 一 0) 这 样 的 元 素 所 钥 成 的 ,因此 ; 当 了 上 
的 一 次 形 汇 志 : 

fH) -Bah (8- 守 Ma, Sh 0) (85..D) 

表示 时 ， 系数 人 不 是 唯一 的 ， 也 有 议 是 说， 对 有 所有 的 1 se) 他 并 用 
同一 常数 加 了 以 后 , 了 是 不 变 的 。 因 此 ， 为 了 要 唯一 地 确定 系数 
和 我 们 施行 如 下 的 标准 化 。 如 太 


F 


Wr 一 如 一 一 一 一 《21 于 Ga 十 … -十 43) ， 
那么 ,了 ( 瑟 ) 一 呈 aih, 而 新 的 系数 oi 满足 标准 化 条 件 
41 十 Ga 十 … 十 bn 一 个 。 
以 后 把 (35. 1) 利 写成 f= oy, 
上 催 一 次 形 泊 = 二 六 a 与 9 二 这 Wi 痉 标 准 化 后 ， 和 了，8 
对 应 的 日 人 是 
如 :一 了 IT) 本 本 一 ,= 


因此 ,了 与 g 之 内 积 将 是 


I 
Dn tL) Soin 


F 
r 
i UE TE rr IT err er rd dP pp pr pr pe re Pi .rr ~ 1 rp "mT Pri i 
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六 中 下 


(了 9) 一 BH,, HD) gti 于 证 起 Tb 
由 于 之 反 转 oi 一 20n1)o 一 (nn 二 1) (一 A2) 可 以 标 谁 
4(BD) = Dm (H=— EME BM-0), 
到 系数 ms 疲 标 准 化 后 满足 
nm “二 9321 一 总 
这 时 ， Cy a) 一 3 一 TI 过 一 二 全 ， 
辐 而 得 左下 面 的 和 判 定 法 副 : . 
4 是 整形 式 芝 Th 一 mtsrl 地 一 二 1) 舍 怀 是 浆 数 ， 
整形 起 4 是 强 和 的 定 miss。 
内 下 就 来 基本 权 届时， 以 
= mA, mn =0, 
则 由 (84.10) 得 
一 入 一 一 和 人 N 罗 一 1 各 | 一， 各 1 二 … 一 加 各 1 
从 而 代 进 m 多 十 … 十 m 多 1 一 0 里 去 ,得 到 
站 0， 一 一 到 
mI ni 
为 了 和 看 起 来 更 矶 使 圭 ;4 也 可 以 号 成 加 Ff 未 丢 标 维 化 的 形式 。 
各 十 一 $ $$ 
= TT (+ :十 M4) 一 nT Cpl 


1 
1 二 


一 A 
因此 我 的 得 到 以 下 的 趟 于 - 
一 如 ” 
La 一 六 1 十 和 3， 
dg= ht Ng -js， 


二 六 ] 十 让 ;十 mw i 十 由 ,一 一 由 * 直 工 。 


他 
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2. BH, (Wn41.C) (R21) 
对 于 5 上 之 一 次 形式 f(H) = ah，g(H) = 六 bn(H 
HC hn)) ,85.1 于 第 内 各 则 有 


(fF, g) = yon Hon 1 站 EE 


这 时 ,根基 本 条 之 反 生 是 
{2G Da 一 2 (Cn 一 MD 全 一 二 9 一 六， 
cm 一 县 (208 一 二 2 一 全 20 —1) An, 
因此 ;对 于 上 之 一 再 形 式 4 二 mis 十 … 十 mwhw 有 
| Cd, a) 一 1 一 9 =1, 一 1， 
(CA, a) = Zrm 
从 而 得 到 下 而 的 制定 法 则 。 
pa 是 英 形 式 忆 所 有 的 MT a To Tn 2 
全 是 整数 ， 
过 所 有 的 .may7pa pt 全 是 整数 , 政 潜 全 是 守 束 - 
数 电 。 
整形 式 寻 —mhi nn 是 强 形 式 的 条 任 为 
Nm + “m0. 
试 求 基本 权 二 …, A 二。 谤 . 
= mh 二， 
由 (34.10), 对 于 $5 一 1,2,…, mn 一 1 得 


m0 
对 于 tn 有 m= m= 
因此 ,得 


@ ”到 形式 二 XX (奇效 ) 的 整数 称 为 中 整数 。 
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ai 一 人 1 ， 
zs 一 从: 十 入 ， 


| 一 1 十 A 十 十 1s 
A 


"二 1 时 ,有 4 一 去 Xa 。 
CC 一 部 (和 ,CT (n>1) 
对 于 1 上 鬼 一 次 形式 7(B) 一 六 ot 和 g(H) 一 六 Dh (五 
—H (Me An)) 网 地 济 算 它们 记忆 的 内 家 
(f,9) = em > Tr bt. 
这 时 ,根基 本 系 之 反 圭 是 
人 (hi =1,2, ,R141), 
Qn 一 (An 2) on = 2 (2n 2 Nn, . 
”因此 ,对 于 了 上 之 一 次 形式 一 mht 十 十 mn， 有 
| Ca = =1, 2) 一 
(本 art = Pn. 
从 而 得 到 如 下 将 币 定 法 旭 。 
二 是 节 形 式 下 所 有 的 和 mo: 一 号 si 一 92030020 一 30 人 
部 是 整数 ， 
这 所 有 了 的 mrng … m4 到 部 上 是 整数 。 
整形 起- TA 十 一 十 Worhn 汶 疆 形式 购 条 性 是 
Nm 
和 加 果枝 冻 基 本 权 A …, x,， 则 去 # 
A= mht my, 
由 (34 .10), 对 于 j=14, 3, ,nn 一 1, 得 到 


m= MOR 0, 
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诸 于 二 nm, 有 m= 1, 
因此 
| /1 =A1, 


.1 一 和 十 大 9， 


由 rp 全 衬 


A 一 十 ha 十 十 hn 
4. DRn, C0) (n>9) 
对 于 6 上 的 一 次 形式 有 (本 一 字 a 和 9g (8H) 一 局 Bo 
( 百 = 豆 Oo)) :同样 地 计算 它们 的 内 积 ,有 


恒 - 


(Ff, 9) -Fr 。 
这 上 时 ,根基 本 和 柔 之 反 和 转生 
人 -an 9 —2(2n—2) (hh) 全 一 1 2 n—1), 
oO—2(2%—2) a = 2 (2n—2) {Ani hr) ， 
因此 ,对 于 9 上 之 一 次 形式 4 二 mi 和 十 … 十 mmshns 有 
| 4， 6 一 9 一 HAT (人 一 十， 全 ,NC—1), 
(zl, xn) — nn ns 
从 而 得 到 加 下 的 御 定 法 出 。 
A 是 整形 式 让 斯 有 奖 名 1 一 入 3 一 1 
十 mw 全部 是 整数 
之 所 有 的 人 1 等 是 整数 , 或 公 是 咎 幕 煞 。 
整形 式 4= ma 十 ,own 为 强 形 式 的 条 件 是 
人 31 hn Me 
如 采 要 求 基 本 入 测 ，…， 汪 ， 则 以 
二 
由 (34.10) , 对 于 $= 二 1, 2,…, nn 一 2, 得 到 
Tm 


A 是 
1 一 一 3 


108 弟 ? 章 中 单 玩 上 ie 环 的 雯 规 葵 
对 于 3 一 % 一 1,%n ,月 


WD = nh), m1， mod m=0, 
WD = Om, Tt 小 90 = 1, 
因此 ， 
1 一 1， 


| 

| EE 

| ey 十 六 sa 叶 …: 十 大 ty 

4 一 于 (十 Na 于 全 二 和 一 向) 了 


| ,= 了 (0 于》 二 和 二 和 


pi 和 4 二 另 肝 ，0 (和) 0) 不 是 音 久 的 ， 和 和 上河 一 样 ， = 本 (一 Xa) 9 
4 一 注 (aa 十 9) 是 权 之 巷 本 系 。. 


5. 求 基本 权 的 另 一 种 方法 
假使 复数 体 C 上 之 牢 单纯 Lie 环 6 与 其 Oartan 子 环 已 烙 
定 , 9 关于 6 的 模 之 基本 条 为 ms; or 4 一 dim 蛋 ) ,各 要 计算 它们 
的 内 积 (au, ay) , 可 以 技 照 如 下 的 方式 进行 , 把 权 之 基本 当 禾 ，…， 
4 的 计算 法 归 精 为 道 短 障 的 计算 。 今 以 
人 =n 十 一干 S849 (sn 是 数量 )， 


只 要 兹 求 由 S= (8y) 就 好 了 。 为 此 , 识 % 之 反 转 为 ey , 则 

(en, a?) -sa 一 蒜 数 ( 届 一 划 ) 
ti 是 变 了 符 导 的 Oartan 整数 ay。?1 阶 算 障 了 = (tb) 暂 称 为 和 关于 
fo 的 arthan 矩 陈 。 当 下 营 定 时 ， 则 5 了 踪 同 攀 对 床 外 是 
险 一 确定 的 。 区 时 把 (34.10) 改 写 一 下 ,写成 


F 
人 Ml = Oty 亦 即 T=1， 


re 


Le 
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因此 ,如 果 求 出 卫 之 利和 矩阵 $， 划 得 到 心 ，…; A 

由 下 ， 对 于 A DC 上 务 别 把 相应 的 Uartan 扯 障 并 
S, 一 Ti 以 及 detz 写 出 来 。 

As: det =nt1 tn1), 


2-1 0 0 0 
一 0 0 
0 一 2 ~—1 0 


时 站 —1 以 1 = -站 
ee 0 —12 a 


例 和 如 襄 ， 所 二 6 时 有 


2 _10 0 0 5 4821 
~12 -10 0 |- 4|8 6 412 
T=| 0 -2 -10 Ss— El 316[51613 
0 0 -1 2 -1 91|4 6 814 
0 0 0 -12 1 39845 


BB det T=2 (nm2), 


2 -1 0 0 0 
一 2 —1i0 0 
0 1 2 —1 0 
T= 0 
0 0...0 i123 —1i0 
0 0 ……， 0 一 二 3 一 ?2 
0 .0 0 0|-12 | 


Cs det T= (ne2), 
这 时 和 的 了 和 好 别 蚌 BB, 之 工 和 访 , 的 转 革 年 陈 。 
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万 et 到 ,一生 (n>3), 


0 ,1 Be 之 Cartan 短 们 可 以 从 其 根 之 基本 系 的 


图 形 ($ 33) 站 接 作 出 ,表示 如 下 。 
2 -3 2 83 
Gy: ge Ta 一 ( )， Ss={] 1 det T's=1, 
ra _10 0 
_1 2 -2 0 
4 CC 一 ， 
Fa: 相 | 心 z 好 3 宇和 As D _]1] 2 _1 ” 
0 0 -1 9 
- 2 8 4 
3 6 8 4 
D4 E 4 6 3 74 
, 1 2 8 2 
Wa 93 一 TT0 位 0 全 
: -12_10 00 
| 及 0 -12 -1 -0 
“1100-12 00 | 
0 0 0-10 2—1 
0 


0 0 0 —12 
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-4 6 6 
5 10 12 
6 12 18 
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4 
8 
12 6 


1 
向 一 
36 9 


和 4 8 i12 
-2 生 各 


-2 10 0 0 0 
-12-10 0 0 
0 -2 一 一 10 
0--L2 000 | 
0 -10 2-1n0 

000 —12—1 


000 0 一 13 
| det Tr =. 


' 
da 


4 6 8 4 和 464 
12 16 8 12 8 
16 24 12 18 12 
8127 9 8 
12 18 9 15 10 
8 12 .6 10 8 
46 365 4 


局 
ra 


Ho: 


=- Ca 一 


加 3 末了 章 中 单 诗 Lie 还 的 表现 给 


2 -100 000 
-1210 000 
0 -12—1—10 0 
0 -13 000 
0 -10 3-10 0 

000 -12—10° 
0 


站 


,= 


7 


0 0 0—192—1 
00 0 0—12 - , 


4 71065886842 
7 14 20 10 16 12 8 
10 20 80 15 24 18 12 
5 1015 8 129 6 
8 16 24 12 20 15 10 
6 12 18 9 15 12 8 
4 812610856 
9294636543 


心 8 一 ? det 4 一 二 


to 的 上 的 本 和 


6. Cartan 矩阵 的 拓扑 音义- 

设 有 复数 体 C 上 之 衬 单 纯 Lie 环 g, 其 致密 形 侠 为 ge。g 与 
gs 之 件 随 舒 分 别 记 以 与 ,以 & 与 gs 作为 Lie 环 的 单 速 通 Lie 
群 毅 为 他 与 @,。 由 于 人 二 从， 所 及 全 和 各 .的 中 心 是 一 致 的 , 记 
之 为 2。 导 | 

全 /有 一 和， 全 /放下 


2 是 有 限 改 ， 它 和 流 形 日 及 他 (名 把 Lie 群 人 和 人 F, 作 为 流 形 看 


待 ) 之 基本 群 是 局 构 的 。 褒 9 的 Cartan 子 环 为 ,此 上 叉 形 式 所 
成 的 略 子 群起 作 {人 和， 由 的 根 所 租 上 成 的 格子 群 记 作 {， 则 


{人} 二 {fa}, 南 群 {1}/ 全 和 六 是 同 构 的 。 如 果 {ar,， …，o 叶 是 关于 


b 的 根 之 基本 和 汪 , 其 Uartan 甜 陈 奶 作 工 一世, 则 由 8 .5 有 
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m= yd Ch 是 反之 基本 派 )， 


因此 , 和 如 所 周知 , 群 {4}/ {0Q} 可 以 求 之 如 下 。 裔 久之 单 因子 为 @1， 
之 倍数 ;$= … ,1 一 也 ,{}/ {00} 完 26,x…x2。( 直 
积 ) ,这 里 的 2。 是 6 次 购 凶 回 群 。 内 此 , 计算 出 0artan 短 障 之 
音 因 子 ,就 知道 基本 群 售 之 和 构造。 特别 ,有 det (下 ) 一 aa 者 示 
群 2 的 位 数 。 。 

灯 本 4 了 DG 和 五 ss， 其 旋 算 辕 果 表 
示 如 下 。 “ 

例如 衣 ， 以 Gs, 和 Bs 作为 Lie 环 的 巡 通 Lie 群 必然 是 单 
连通 的 , 这 从 下 表 就 可 以 看 由 。 在 4 的 情况 下 , 因 Lm+1,0) 
是 单 巡 通 的 , 所 以 只 要 求 SI(n 十 4,0) 之 中 心 就 行 了 。 容 易 知 道 ， 
以 1 的 nn 十 工 潍 各 or ,on 作为 元 素 的 n 填 1 个 短 阵 ol (1 
< 十 了 租 咸 ST 十 1,0) 的 中 心 。 


工 1B 于 忌 岂 十 时 
nel, 1, -1 ) Znr1{ 潍 辕 群 ) 
到 2 Z。 [ 杷 加 群 ) 

] Za “还 回 群 》 

万 和 3, 3, T， … ,1 [1 一 假 数 ) | 
， 4, Te 工人 一 青 数 | 一 到 一流 部 本 
G, 1, 1 | Z1 《音信 群 ) 
x 1 1 ] Zi (单位 群 ) 


24 【这 避 汰 ) 


£R dsl Z1 单 胡 了 群 ; 


mu 
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836 表现 的 构成 


对 于 4 Bi, Os， Ds。, 其 权 之 基本 系 4 …， 如 已 在 8 35 讲 
到 ,发 它 介 作 为 最 敲 权 的 饭 攀 袁 现 之 构成 方法 将 在 这 里 提 到 ,但 蓝 
考虑 到 Cartan 子 环 ] 上 的 顺序 和 以 下 信 述 的 顺序 有 关 。 
1 .一 于 (天 十 工 ,但 ) 
8 一 引 (w 二 1, 0) 的 元 素 4 对 乞 于 和 4 本 身 的 映射 构成 8 在 


了 =0m1(n 十 1 杂 的 向 量 空 间 ) 上 的 表现 ， 称 为 9 之 恒 街 豪 现 , 以 


表示 筷 。p 之 权 是 
My 六 ht1 
这 样 的 ”十 个 整形 式 。 如 果 进 行 § 85 . 工 所 说 的 标准 化 , 则 
Ai 一 ~ “Di.1) 
十 二 一 二 一 一 一 (ur 十 … :二 Mn). 
因 纶 ,如 时 和 用 训 Ge (ou == Ai 一 一 入 +4) 津 表 示 时 , 央 有 
miD ha a 


+t tn? 二)oF (War To 
国 而 , 营 汪 用 由 {eiy… aw} 所 决定 的 8 上 之 并 序 , 基 各,… ,hr 则 
的 须 邢 是 
MA ls 

这 就 是 说 ， hh 坚 最 高 的 各 。 和 容易 知道 ,p 是 上 既 航 表现。 对 于 权 种 
之 特征 空间 有 dim 有 ;一 工 =1…,n 十 四 ;而 下 二 VV。 十 
十 户主 和 ) 。 由 于 他 二 加， 所 以 p 是 以 二 作 鸭 最 喇 权 的 弃 舶 
表现 。 - 

其 灵 ， 划 求人 竹 玉 = 和 十 和 作为 最 高 权 的 斌 移 表 现 ， 计 我 们 
考虑 在 张 量 积 [3 一 VSOV 上 p 所 引导 出 的 表现 po. $6 是 反 称 张 
量 记 成 后 隆 空 而 4 和 对 称 蚂 最 所 成 的 于 襟 则 So 的 直 箱 : 


436 起 现 的 构成 ， 0 
V5 一 46 十 So 《〈《 直 和 ) 。 
48 是 由 形 如 wz 人 y= 广 (wy 一 yz) 的 元 素 所 架 成 的 , 53 
由 形 如 voy— 3 (CC 十 yz) 的 元 素 所 架 成 的。 昌 因此 ， 它们 是 0 
不 变 子 空间 ,其 友 数 是 


dim 多 ==n110 一 2 ， 


dim Se = (nt1)?— ,103 = 二 (n+l) (十 六 。 
和 如果 作 伟 六 ,, ff F,, 了 对 于 HE ( 训 二 = 上 (yg)， "a Antl) ,有 
pg CE GAD = F{H) (wy) 一 PCED CC ] 


(=p(Do y+ rdp(H)y—p(H)y 


yp HY} 
=ptH)s Ay+r i pi)y 
= (hh 二 A) (mAY). 
因此 , 如 果 名 取 作 玉 ,, 的 基底 ,而 作出 的 基底 ww,… 5,41 时 ,出 
4 的 基底 是 zr 人 oi(i 和 jh 十 1) ， 由 人 人 区 所 架 成 的 吉之 一 
次 子 空间 记 作 (4 和 ij 时 ， : 
A0 一 名 (0 Dy 
是 二 关于 8 的 特征 空间 季 解 。 和 因此 当成 在 4 上 引导 出 的 走 现 
(pi 4 人 ) 记 作 所 时 ， 3 之 权 是 如 下 的 ,10 个 一 次 形 式 : 
MA ed<iji 人 Ent), 
从 而 ,表现 户 之 最 高 权 蚌 入 十 = As。 这 样 就 求 得 p85. 
其 次 ,由 于 zowy (LS<5, jn 十 外) 是 5 的 基底 , 所 以 在 S3 上 ， 
2 所 引导 出 的 表现 之 权 是 
hj 二 (si jsSn 十 六 (n+D (+2 个 ). 
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再 者 , 丫 变 子 空 间 如 ,50 基 巴 和 葛 的 。 事 实 上 ,对 于 人 gonrt 
之 性 意 脐 而 ep oo 如果 取 与 工 人 十 工人 的 适当 元 素 4， 
订 因 AgjiEV I Ami Fs EL 包 人 人 Aza 之 不 变 子 空 遇 
也 包含 所 有 的 有 六 2 6 于 1)) ， 因 而 , 这 椒 变 子 空间 就 是 dt， 同样 
对 S83 也 能 这 样 做 。 : 

和 以 上 所 褒 的 同样 进行 ,对 于 1<r<n, 在 "次 的 道 变 乳 量 安 
间 世 =VO…9V (tr 个 ) 上 ,p 所 话 导 出 的 囊 现 记 作 所 ,7 中 的 反 
称 张 量 之 至 体 所 成 的 子 空 间 写 成 45, 它 是 -不 变 的 , 而 且 是 钱 蒋 
的 。 在 省 上, ps 所 请 全 出 的 表现 扩 由 于 帮 之 基底 是 2 入 … 
人 人 (其 权 是 如 下 的 nO; 个 : 

生生 和 二 二 和。 和 之 
因而 ; p5 之 晤 高 权 是 
z Mh, z 
注 规 1 万 是 作为 SL(w+1, 的 在 本 上 之 圳 现 也; 的 微分 75 而 求 得 
的 ; 匈 8&P5 一 址 ， 这 里 的 忆 5 是 
dd PSCAY (es 人 ai) 一 4 天 Li 
对 于 矩 障 4， Ps 也 就 是 对 庶 于 一 个 出 ? 阶 的 子 行列 式 按照 一 定时 部 排 
列 而 成 的 wsxCr 阶 短 隘 的 吃 现 。 便 各 + 一 2， 


SH |. | MTS) | 4, n+1 1"™. 
| a ey | 全 diag | | Sata, ni1 
r ?| . 机 用 = auf! | eis | eeT| | 
tt Fig | i Fa, H+ 


畦 别 当 7 ==n 时 则 因 deat 由 一 械 ， 坡 Pi) 和 这 蚌 一 新 和。 碎 而 ; 染 现 Pa 
非 症 

出 (40) = 一 i4 。 ( 道 步 表现 ) z 
不 可 (小 意 昧 着 ,= 和 +… 十 入 一 一 为 st。 亦 即 , 因 之 递 步 天 吏 /"== 一! 
的 权 是 | 的 述 下 ,其 最 商 权 是 A 


紫外 ,把 信人 牙 解 为 底 草 的 6- 不 变 子 空间 之 直 和 ,这 桩 事实 和 


5 36 溢 现 的 攀 咸 07. 
了 次 对 称 群 各, 之 表现 蕉 人 有 着 密切 的 关系 。 ;是 由 7 个 数字 
二 ,… ;了 所 成 的 垦 换 之 全 体 租 成 的 m1 次 群 。 对 于 台 , 之 元 过 o 以 
太 Tw Vo, 规定 
: o (0100 O08) = pod) "oan 
那么 ，a 其 大 的 钱 性 变换 。 辽 样 就 可 以 得 到 驴 在 让。 上 的 表现 。 
对 于 避 ; 之 群 环 的 元 素 ， 亦 分 对 于 如 5 一 会 “ 《au 是 复数 ) 
形式 的 元 素 gs, 规定 
GO Do 一 desc CC : 
”这 时 ,容易 知道 ,加 果 王 Eg 一 蝇 (n 二 1,"0)， 出 ~ 
piCR)at=aps Rt (GEVS). (836.D) 
因而 , etV 是 9- 不 变 子 空间 。 
以 下 举 出 一 个 定理 而 略 去 证 朋 全 。 ; 
定理 1 Weyl) 对 于 群 环 1 之 任意 右 理想 子 环 r ,把 有 限 和 
rT) 之 全 体 记 作 t(F9), 惠 rt 是 六 的 不 变 
子 空 间 。 - 
.如果 把 形式 为 习 (cb 9)'o (EV5, gET?) 的 元 素 记 架 成 ， 
的 了 之 子 空 间 妈 作 “的话 一 , 则 有 
(1 对 于 任 瘟 的 上 不 变 子 空间 上 (CV3)，, 是 
DU=r(Fr), rr 
的 了 ;之 有 理想 子 环 + 只 有 一 个 ;这 个 了 工 记 为 r=?UD， 
(2) 对 于 工 ; 之 有 理想 子 环 访 ;fa rs 如 Ti Tay rsC 时 , 则 
hiDrae rl) Oratt o)) 
titra=re et (VD Fra 0) =rs (Fo), 
(3) 对 于 以 上 的 ty ta 如 属 上 冬 在 (V6) 上 的 洗 现 互相 等 价 ， 


加 ,人 ”主考 五 Woy1, 书 来 次 献 [0 或 < 代数 讨 。 
@。 以 (ot, p) 玫 未 + 次 肖 变 强 县 ot 与 ， 克 协 变 强 最 F 之 内 积 (水 邹 , 锋 弛 的 手 盾 
产生 的 数量 ] 。 天 构 咸 T 的 两 侧 理 息 子 环 。 


08 种 7 音 ” 皇 单 想 Lis 环 的 沸 现 得 


草 其 必要 与 充分 的 条 件 是 必须 存在 由 投向 妆 上 的 一 对 一 的 全 

性 映射 p;, 且 使 p (4B)=p (A)B(A4Er1, BE (这 时 写成 ta toy 
称 记 与 ra 作为 右 理想 子 环 是 同 构 的 ) 。 

从 这 个 定理 知道 ,如 果 把 2 修 角 为 豚 攻 的 右 理想 子 环 之 直 和 

rr -= 1 二 :十 Te {36 .2) 

(了 ,之 弃 莘 右 理想 子 环 也 是 I 之 经 简 右 理想 子 环 ) , 则 F 分 解 成 

0- 不 变 的 饶 构 子 窑 间 ro 之 让 和 

Vo=rtitF Dt. (36 .3) 

根据 有 有限 舒 的 至 座 ， 我 们 知道 了 季 解 (36.2) 的 可 能 性 以 及 他 . 

解 成 (36.2) 的 具体 性 法 。 面 且 还 知道 , 攻 , 之 经 烙 右 理想 子 环 和 技 . 

照 下 述 方 式 获得 的 典型 对 象 是 同 构 的 8。 z 

首先 ,解释 一 下 Young 了 图形。 和 如同 以 下 的 图 形 


(r 二 18 的 情况 ) 


球 样 , ?个 正方 形 合并 租 成 反对 得 记 作 了 ,左边 排 齐 ;下 面 一 行 的 正 
方形 个 数 不 多 于 上 面 一 行 的 正方 形 个 数 , 模 成 聚众 上 的 键 愉 一 梓 。 
在 了 的 各 正 汶 形 里 尾音 地 记 上 4,… ,7 个 数字 鲁 。2' 有 不 行 , 爷 
行 之 长 为 广 ;…;f 时 ,出 称 全 之 理 式 为 (所 )， 这 些 个 了 满 
足 万 关 户 袜 … 关 六 >>D, 及 十 十 扬 一 "了 的 各行 (或 各 列 ) 中 的 
数字 间 因 代 换 而 成 的 旺 换 分 为 CCS,, 这 细 个 证 换 有 所 组 威名 子 群 
起 作 9ix( 或 Rz)- 芒 
Wr 一 Vr 一 Bor0 (80 是 0 之 符号 )。 
oR 


掉 


和 0 ”本 此 书 浆 永 、 杉 省 :14 代 臻 学? 
上 如 果 用 < 代数 学 ?里 的 改 法 , 虽 称 为 " 扯 ”。 


. pr ee En 
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由 er=5rare zz 规定 的 强 基 运算 子 er 称 为 对 应 于 全 的 Young 
证 箭 于 。erer 一 Her) 这 里 六 是 自然数 ,而 且 为 了 ! 之 焰 数 。 


例 1 了 =|112|…| >| (=1, ="). 
eT or 是 张 量 之 对 称 化 去 算 子 的 *1 倍 : tr 9) = 二 S56( 对 称 蜡 量 空 税 )， 
erEr = [er, _ 
例 2 六 访 一 … 一 记 一 时 ,了 的 图 形 如 右 。er 一 Beovo， 1 
En ez 是 张 量 之 反 称 化 运算 子 : er(Fi) 一 省 ,erer 一 rler。 T= 四 
例 3 ， 一 3) 天 一 2; 1 一 2) 六 一 1 时 , Bs 之 元 素 以 巡回 置 换 | 3 
表示 : | 


/ rp er= (1— (19)) + (1+ (12)), 
容易 印 塌 ，erezr 一 :ez。 


定理 2 地 (11) I 之 各 拥 攀 有 再 柱子 环 与 eri 形 \ 的 可 再 
想 子 环 同 构 。 
(2) 对 于 Youtg 个 形 帮 ,er 一定 是 六 之 旗 欧 者 理想 子 环 。 
而 且 z 
eT Ci, 人 T 之 行 数 所 二 1， 

(3) 如果 Young 图 形 守 ,了 的 型 式 是 ( 户 ， "fF fi, 
fx) ; 央 
erl'serT, hb', fi— fi fr 一 并 

(4) 在 六 = 所 十 … 汗 z (按照 大 理想 子 环 的 直 和 分 解 ) 里 满足 
yer 了 的 tj 之 个 数 j 记 作 g, 剧 gu=r1， 这 里 的 以 是 满足 8rer 
= eT 的 目 然 数 。 

根据 这 一 定理 , 行 数 在 十 1 以 内 的 各 种 不 同型 式 的 Young 
图 形 之 和 全部 记 成 三 ,Ta 人 yy 时 由 于 (Erde9) 一 er 人 fo 所 
以 严 s 分 解 为 婚 移 9- 不 奕 子 空间 , 座 

Vi=0 UU, (Un ss)). 
”0 证 曲 见 < 代数 学 ? 束 书 未 交 献 [91。 


310 第 了 章 “” 御 单 部 Tie 环 的 类 现 内 


和 省 及 和 ET 0 (Vs) 中 移 革 一 个 同 档 ,而 耳 以 ener He, 
他 | = yrs 出 使 Dj 之 tr,(VD) (等 价 ) 的 UU 之 个 数 生 于 95 闲 即 ex (V5) 
是 所 之 久 重 肯 欧 成 分 。 例如 诅 ， 在 例 1, 2 的 卫 的 情况 下 ， 因 
9 一 工 ,1 下 1 所 以 40 和 Ss 是 一 重 的 角 攀 成 获 。 更 在 更 对 Young 
图 形 工 , 求 ? 在 sz 下 9 上 之 饶 移 表现 的 最 高 权 。 
为 了 前 单 起 时 ， 识 78。 人 的 式样 如 左 图 所 示 (一 般 情 
总 也 是 网 禅 的 )。 因 sr= 二 一 (12)) (+ 3)), 对 于 多 
TY，2C 六 利用 
《十 《有 (woody dz) = wy 2OY 
= (w+2) YD (+) 一 we 一 >， 


知人 + (19)) 丰 是 由 wove 这 样 形式 的 张 量 所 架 成 的 。 从 而 ， ， 
根据 | : 
(1— (1 ) (CCBoD = roy Da — yD 2 A HY, t 
or (V8) 是 由 (2 人力 Ce 这 样 形 式 的 元 融 所 架 成 的 。 另 -表面 ， 与 
A 有 关 的 特征 柯 量 束 汐 六 和 六 ， 包 合 (人 六 2 的 的 最 小 0 一 不 迹 . 、 


于 空间 设 为 U ,于 和 少 ， 我 们 知道 人 U=er(J3)Y， 因 而 , et 四 之 晤 , 
高 权 是 0 十 hg, 亦 郎 具有 最 高 权 .4 十 4， 完 侍 同 其 地 ,对 于 一 般 ， 
| 和 "如下 图 所 不， BT ”凡是 由 


下 下 十 工 无 十 和 


sy- 2DROYD- 5 ” 


T= 
的 元 崇 租 成 有 鬼 , 因 而 ,er (79) 
由 形式 如 : > 
(TAYA AAD) TA YA) .0 
的 元 素 构 成 的 (如果 >n 二 1 一 Qim 玉 , 则 er (V9) 一 0), 另 一 表面 ， ， 


他 售 (8 入 2 信和) 国人 信鸽 人 下 罗 …ei 的 最 小 叶 不 变 子 


全 ”容易 知 洲 信 是 由 Pr, 信人 了 Pr (PESLGMT1 O00), 亦 即 ,由 (A 的 7 1 
ts NE 万 浊 成 的 。 此 外, 国 伍 六 喇 ) 因 和 建 纺 权 (dominant we 才 ht)2%1 十 ;二 届 
十 于 的 特征 向 基 , 所 点 如 其 弃 先 的。 
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空间 也 和 上 渡 一 样 , 是 由 局 样 形式 的 元 素 架 成 的 。 如 果 了 之 型 式 
汐 万 …… 了 5 刚 “ 
(1 A Wa A A DD [Br A a A Op 
是 属于 强权 hn 十 faha 十 … 十 fh 的 。 从 而 , er (PD) 之 最 高 权 是 
十 一 十 Tyr。 这 笠 就 得 到 下 而 的 定理 。 . 
定理 3 Young 图 形 全 的 型 式 海 诺 ,f1? 三 记 十 … 十 i 时， 
在 对 应 于 十 的 Fo 之 县 鸳 Ww 了 1, 00)- 不 变 子 空间 srtV 0) 上 作 
SF 十 1 (为 的 表现 ， 则 最 商 权 基 六 为 十 … 十 frhx。 但 这 里 的 庆 习 
限于 和 mn 十 41， 
注 时 1 凡 f-fai=p Gy 二 时 ;这 Dn 
一 0) 则 有 * 
ED 
六 此， 要 求 得 引 避 十 工 人 的 某 种 讼 柠 才 再， 只 要 考虑 对 用 于 Young 图 形 的 
府 划 去 现 就 可 以 了 。 定 经 量 的 次 数 不 同 时 ， 两 个 不 同型 式 的 Young 图 形 工 
与 T' 可 能 税 册 真人 二 四 的 等 价 和 戎 再 。 那 就 是 施 , 当 
2 为 fy z 
IT" 过 型式 为 19/ , 
时 一 站 二 一 成 主 ， 
2. B02ntl, OO) 
恒 等 才 现 p 之 权 是 加; 知 ， 一 加， 一 加; … 一 各。 竹 罪 
之 顺序 使 
Na 
和 390.1 的 和 情况 一 样 , 雇 四 
媳 二 和 十 知 十 十 时 1) 
作为 最 高 权 的 阴 胃 表现 ,可 坟 从 在 广 =0”11 上 人 的” 维 反 称 绥 量 空 
间 40o(C 了 分解 为 席 焙 成 分 而 得 到 。 事实 上 我 打下 得 .415 是 荆 
故人 的 。 如 时 了 二 一 2 十 工期 48 上 之 表现 ps 和 4 上 之 琢 现 户 是 
互相 等 价 的 。p 之 首 步 表现 一 p=p*, 用 于 六 过 p， 所 以 (1 二 所 


EE Tr er EF Fa 一 Ti Teel reg rE eer pr 
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兄 立 。 pt 之 次 数量 niCr(t1 专 Tr 于 一) 0 
以 录 = 豆 Ca 二 … 二 ju) 作为 最 高 权 的 饭 欧 表现 ,也 就 是 所 训 


的 旋 表现 ,其 次数 是 2", 它 的 构 咸 并 不 简单 ,这 一 点 留 在 后 面 再 名 
( 套 照 §37)。 
43 上 的 疡 园 表 现 风 之 最 高 权 是 加 十 … 十 ,一 24;， 它 可 以 分 


” 解 为 两 个 旋 表 现 之 张 量 积 。 


oanfl 中) 的 斌 物 表 现 之 最 高 权 裔 为 4=mha 十 … 十 
m0) ;如果 my yn 要是 整数 , 剧 从 pC(=p)， 
成 ,… Ps 可 入 构成 在 张 量 空间 中 的 巴 鹊 表现， 如 果 和 im。 是 
咎 整数 时 ,假如 不 利用 施 表现 , 旭 不 能 档 厂 .4， 

注 幕 # 特别 由 于 0203) 中 总 强 (3; 人 因此 5 人 3 加 之 豚 料 卉 弄 可 以 上 归 
精 为 节 36.1 的 情况 (者 腿 #37) 。 
3. C= sh OC) 
恒 等 表现 p 之 权 是 为,… 和, 一 加,…, 一 h。p 也 和 道 步 天 现 
p"* 等 价 。 安排 六 的 顺序 , 使 为 > 为 >>… 和 >>0， 册 和 536.1 的 
情况 一 梯 , 以 
一 十 一 十 和 一 1 
作为 最 离 权 的 让 鹊 玫 现 ， 可 以 当做 是 广 =Can 上 的 + 区 度 称 戏 量 
空间 4 之 钝 罗 成 分 而 得 到 。 这 时 ，48 (r 一 2、…,n) 不 是 既 煌 的 
了 。 例 如 吝 , 43 分 解 为 议 da 作为 晤 高 权 的 既 物 不 变 子 空间 与 权 
为 0 的 工 蕉 不 变 子 空间 之 直 和 。 上 已 熔 定 最 高 权 4=mihu 十 
十 mn Cn sn 是 整数 ,有 目 tm1 庆 … 宕 mx>>0) 的 猎 鸥 表现 之 构 
盛 , 可 以 由 张 量 空间 之 分 解 而 得 到 。 
Do OO 
恒 等 表 现 p 之 权 是 各 pp 和 一 和 ;一 和 安 罪 和 的 磺 抒 ， 
合生 和 > 0， 和 36.2 同样 ,以 
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ib 
Jr 


由 一 和 十 … 十 和 人 一 车 2 一 2) 
作为 最 高 权 的 话 葛 表现， 可 以 从 用 了 =C2 上 的 7 维 反 称 张 量 空 
并 45 当 作 表现 空间 而 得 到 0。 因 而 , 它 的 次 数 是 3,0 {7 一 1, 2， 
一 各 1， A 是 旋 (spin) 表现 ; 其 次 数 对 于 任何 一 个 都 是 
2"1( 参照 8 37) 。 


$3 证 春 现 


1., Cliford 人 代数:( 亦 穆 针 元 环 ) 
依 以 下 那样 作出 复数 体 C 上 的 2 加 维 代 数 CC. 首先 ,信之 基底 
是 形式 如 ， 
1, 用 计 二 和 委 全 IT 和 实 信 证 
wom LE 1 mn 
风 27 个 元 素 。 和 如果 1 是 单位 元 崇 ; 肌 其 琵 潜 由 
C= 1 Vr wm (EY) 
规定 。 例 如 训 6, 7 了, 互 不 相同 时 ， | 
(PTR = 一 化 和 
等 竺 。 和 客 己 知道 ; 在 忆 上 策 合 和 宕 是 成 斌 的 。 这 个 (4 称 为 复数 怀 . 
上 网 Ql1tford 代数 。 (同样 ,在 实数 恒 上 纪 可 以 定 必 ifford 代 
区 
0 在 CLIifford 代数 上 的 囊 现 
的 元 案 4 与 8 之 交换 子 积 [a,5] 由 [G8] 一 40 一 806 素 定 闵 ， 
站 pe 2 i 对 步 表现 ` 对 于 省 上 的 吉 现 而 9) 如果 ?十 := 双关 亏 所 后世 [请 1 如 
办 + 于 HW 由 所 是 县 析 的 , BH 中 解 为 二 个 非 同 值 的 朋 煌 成 站 。 应 了 呈 C3 的 正规 宣 实 
爱 机 pp 0004 轩 - 相 赤 到 4 的 六 性 映射 * 二 * (Ty pe) = 当 定 义 
【 世 这 里 的 is sn 蔬 司 1 EL | 深 取 上 sly 9 之 侵 序 坷 而 决定 的 1 。 
因此 , 消息 =i 训 sx 旭 击 于 ss 一 全 而 有 吧 = 1 之 值 二 的 特征 空间 毅 为 五 ， 
a 它 仙 半 对 30422, 门 基 不 变 的 ,者 = 总 十 Ur( 相 和 ) ,Ui 与 Vs 基 身 鲍 的 。 


， 1 1—r 
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C 就 成 为 复数 体 O 上 的 2 维 Tie 环 。 如 果 和 由 wor ($< 有 所 架 
戊 的 C 之 吉 %(m 一) 亲子 实 间 记 作 8, 屠 末 容 易 知 冲 , 作 为 Lie 环 


的 8 是 忆 的 子 环 , 这 就 是 说 , [9,8]C9。 其 实 , 09s oo 0) ,事实 
二 ,由 ,zw 所 架 成 的 和 党 各 条子 空间 虎 为 广 , 对 于 全 Eg 
之 姥 性 映射 p (于 ) 以 
p(X)G= Xa—a¥ 【GE 人 
定 必 ,那么 ,yg 是 在 L- 上 之 表现 
pLE, Ya= (XY ~—YXa-a(¥Y —YX) 
(pA pF) -pT pA a. 
而 及 六 基 g 不 变 的 。 实 际 上 , 当 1% 7 人; 和 严 j 肝 ， 
0 {下 和 多 E，7) ， 
pdm (下 一 全， 
一 200 (R=) 
从 此 式 扒 得, 如 果 把 gp( 瑟 ) ( 邢 E 提 在 六 上 导出 的 芒 性 隐 射 瑟 作 
中 了)EgI)) 弄 么 , 关 于 下 之 基 话 tm; 由 (D601) 过 看 因 之 拓 
陈 是 24084 一 豆 ) En OO。 是 这 样 一 种 短 障 ,其 6, 人 站 元 染 
是 1, 其 他 元 素 和 都 是 0.) 从 丽 册 (的 二 of) ,由 于 ?Cm CC) 是 由 
五 1 一 百 ; 所 架 成 的 ， 所 以 下 (8) =00m 人 0 站。 又 因为 a Ro (m0) 
的 俊 数 相等 ,所 以 下 是 一 对 一 的 映射 , 且 在 淖 之 下 g 守 0(m),O)， 由 
于 对 应 元 来 是 420/ 口 20485 一 到 yj) (了 关 人 因此 ,在 由 之 下 ，¥ 和 
0(m, 品 ) 可 庚 看 做 是 同等 的 。 
更 在 让 我 们 规定 g 的 (因而 世 是 0Cm,00 的 ) 旋 洗 现 , 首 洗 ,由 
C 的 元 素 
1; mp; te mmort 二 < 
Pry Pe 


、 架 成 的 C 之 子 宏章 配 作 ,, 其 次 由 的 元 来 


#37 证 表现 2 


1 
架 成 购 蕊 之 子 空间 记 成 C_ .dimG dim0C_ 一 2"1， 穴 易 知 道 ， 


心 : 是 的 子 代数 。 朋 显 地 有 48CC4. 这 时 , 因 %w 有 亲 数 或 偶数 的 - 


” 区别, 因此 醋 以 分 开 来 讨 蓓 。 

3， 全 一 2 十 上 奇数 ) 的 情况 | 

C+ 是 和 复数 位 上 网 2 阶 短 隧 之 全 情 所 成 屿 短 隧 环 同 鬼 有 的 。 
浇 把 所 . 之 谣 鹊 左 理 想 子 环 中 的 一 个 和 成 如 的 蔬 , 9 在 上 g 上 的 表 
现 p 可 以 定义 为 :对 于 了 芒 Eg, 当 由 总 接 向 六 的 黎 福 虹 映 pA) 由 

piXYa= Ea (gEd) 
规定 时 ，p 蚌 衣 性 映 冉 ; 9>01(), 而 且 
PlL[X, FDo=~ (XY -YX)a= (p(X p(T) pl p(X ))%, 

Pp 成因 9 在 SS 上 的 表现 。 兴 实 上 ,可 以 十 朋 ,5 炸 出 了 9 之 弃 鞠 表 
现 , 其 最 高 权 就 是 $3 引 5.2 徇 B 之 权 二。0(27% 十 ,0) 在 上 的 玫 
现 ， 或 者 ， 一 般 和 它 等 价 的 弃 斩 宕 现 称 为 也 n 十 1, 0) 的 族 表 现 
(spin representation) 。 六 后 元 案 ， 或 者 更 一 般 地 渍 ， 旋 玫 更 的 表 
现 空间 中 的 元 滞 叶 做 o(2n 十 1，O) 的 旋 子 (sapinbr) 。 旋 表现 的 次 
数 是 n3, 

4 志 =:27 (偶数 ) 的 情况 * 

志 史 十 VO— lp — ot Ds 一 ~ —l1or.n C—O (F=4 ,1)， 
更 以 了 一 外 … 儿 。 再 把 由 工 J gr 生成 的 忆 之 子 代 数 起 凡人 "， 
那么 由 了 生成 的 人 之 左 理 想 子 环 CF 等 于 C*F, 击 且 对 于 Cf 了 的 各 
个 元 素 or(aeC) ,有 f=8f，5EC* 辽 样 的 5 队 一 地 存在 着 , 这 
桩 事实 是 可 以 目 明 和 的。 这 时 ,9 在 C” 上 的 总 现 p 可 以 规定 为 : 
对 于 防 Eg,wECQY, 由 于 使 Zu 一 wy 成立 的 妈 E CF 可 以 唯一 确 
定 的 穆 放 ， 如 以 一 p(X)u,， 则 p(X) 是 由 C* 投向 C* 的 坊 性 映 
射 ,而 成 为 8 在 CY 上 之 表现 。? (2n， 0 在 C 上 的 表现 ,或 一 般 
仿 ” 底 明 可 以 全 考 书 末次 献 起 [lo]。 
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地 讲 , 与 它 等 价 的 类 现 称 为 oC2n, 0 之 诈 表 现 。Cz 的 元 素 , 或 者 
一 般 地 训 ， 旋 类 现 之 类 现 空间 <S 之 元 素 叫 做 of2n, on 的 稻 子 。 
旋 表 现 之 次 数 是 2". 

这 时 和 m 是 奇数 的 情况 不 间 , 这 旦 的 旋 表 现 不 是 解 网 的 了 。 
如 果 以 CNO. 一 0C*, C3NC_ 一 0*, 期 CY 和 C* 是 表现 空间 Cx 
的 9g- 不 杰 子 空 闻 , 而 C* 可 以 分 解 为 C”=Ct+C2 这 样 的 直 和 。- 
但 8 在 C+ 与 C* 上 的 表现 是 斌 物 的 , 其 最 高 权 是 $35.4 里 D, 之 
权 A di。 0(2m, 吕 在 CY 或 C” 上 之 表现 ,或 一 般 地 讲 , 与 此 等 
价 的 既 犁 雪 现 ,分 别 叫 做 偶 的 或 奇 的 坐 族 囊 现 (even or odd half- 
spin representation) 。CQX 条 0* 航 元 素 , 或 一 般 地 潮 , 蛋 或 者 的 
牛 旋 表现 之 央 现 空 并 5, 与 5 的 元 素 分 别 甩 做 偶 的 或 奇 的 侍 旋 子 。 
位 何 一 种 全 旋 几 现 之 次 数 都 是 2" 

和 5，SOCm) 之 二 价 表 现 与 一 价 率 更 

0 (2n, 吕 ) 之 千 旋 表现 或 0(2i+1,0 之 族 吉 现 如 限制 在 o(2n) 
和 0(2% 十 了 上 了 时, 剧 得 到 在 实数 体 上 Lie 环 o(2 和 5002n 十 1) 之 
斌 构 复数 表现 。 让 种 表现 不 能 引 由 SO(m) (m 一 3% 或 人 (一 2 十 1) 
之 一 价 表现 。 营 更 严格 地 说 , 卷 就 是 , 无 座 怎 样 取 SO (mm) 的 一 价 
表现 , 牛 旋 午 现 或 旋 表现 都 不 能 当 作 它 的 微分 而 得 出 。 邻 识 宫 之 3， 
旭 ! SO (rm) 局 部 同 构 的 单 连 通 的 巡 通 Lie 群 记 成 Spin(m), 称 
Spin(m) 为 附属 于 SO) 的 舱 子 群 。? (mm) 的 任何 一 个 表现 bp 者 
可 以 引导 出 Bpin (we) 的 革 一 个 一 价 卖 现 也 ,换言之 ,po 是 Spin (on) 
的 某 一 个 一 价 表现 之 微分 , 朗 8P 一 p。 再 者 , 秆 包含 于 Spin (m) 
中 心里 的 二 位 的 群 2 是 存在 的 ， 且 有 8Bpin (m)/GFsSO(m)。 这 
时 如果 三 把 到 的 每 一 个 元 素 都 且 射 到 人 恒 等 变换 (单位 矩阵 ) 上 ， 
出 五 引导 出 SOGm) 的 一 价 岩 现 Po, &Po=p。 亚 和 印 , 这 时 引出 
SOlm) 的 一 价 表现 。 但 是 ,如果 了 不 把 8 的 每 个 元 素 映 射 到 恒 
等 变换 上 去 ,区 一 可 已 看 或 是 SO(m) 之 二 价 表现 。 这 时 ， 它 不 能 
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引出 一 价 表现 。 因 此 , 个 旋 表现 或 旋 表 现 导 引 出 SO(m) 之 芝 和 办 
表现 。 z 
68. 例 ?了 03, CC) , ?3) 之 族 表 现 (m 一 3, 1 一 1 的 情 疯 ) 
Olifford 代数 C 是 由 1, oa om zs 生成 的 ， 其 炎 数 是 2 二 8， 
8 37.2 之 9 是 由 四 
全 一 人 atg 1=TDad1ly = 
架 成 的 。C+ 是 由 工 ,二 思 无 架 成 的 二 条 代数 。 由 于 
(I 名 一 一 
下 7 一 一 入 sh= ht, 
所 忆 C 是 在 实数 仁之 4 元 数位 的 基 硕 上 , 系数 范 团 由 实数 扩 强 
到 复数 体 后 所 成 的 东西 。 现在 发 明 C; 成 为 矩 障 环 。 最 C 之 基 
历 为 E11ls Gls Galy Cag1 节 果 使 


(2) en= (Ut MID), em=F (V1i-)), 
en 一 半 (j 十 MI) ,0m 一 妆 红 一 VI 及 )， 


HI @yepa = 0 ,p01g C 就 胞 为 守卫 环 。 翅 et 6 所 架 成 的 东 本 作为 
C, 之 狼 欧 左 理想 子 环 3， 在 S 上 把 g 之 才 现 写作 1 ( 校 照 习 民 
的 写法 ) 天 于 有 之 基 感 eat ea 的 0 (£)， 3 了 7) Da tt) 之 短 阵 是 容 
电 计 算出 六 的。 例如 让 te 一 一 ~ —l1eg, ter 一 一 二 Tei， 就 捍 


| 0 人 yo 
(8) db (2) = /I 0 9 01 (7) 一 1 0 


一 一 LI 0 
对 应 于 ?7 亡 的 253, 0O) 之 元 案 是 


Vy 0 0 0 0 2 0 —20 
(A) #0 0 —2|; | GG 二 OL, + 0 中 
0 2 0 —20 0 MDOD 0 
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这 些 东西 也 粗 成 "(3) 之 基底 。( 抬 "(3) 考虑 成 vyz 空 期 之 旋转 群 
SO(3) 的 无 和 劣 小 变换 之 集合 时 ,i 7， 分别 表示 园 弹 x, y, z 二 的 
需 雾 小 诈 转 .人 以 
5 (VI =8,, dr (NI = =S3, b1 (~ Th) 3 8s, 

上访 /Ys， Ss 居于 rmite 邹 陋 : 

0 1 D 一 AT “ 1 0 
SO (OO  ) 四 
称 它 们 为 Paui 寺 之 旋 符 阵 。 

试 求 nu 之 最 高 权 。 如 $ 37.2 所 弹 的 那样 ,变数 变换 之 短 阵 7 
把 of3,O) 亚 为 昌 (RE): 


1 0 D 0 2a v2b 0 0 
1 1 二 1 ~v/—1 
2B A 0 0 一 
~ 芝 各 ~v a ~ 2 
一 /一 一 工 1 一、 一 并 
0 一 ~ -wa 0 一 | 0 一 -一 一 
v2 V3 A 
0 atb ~ —1ig—D) 
一 | —&—$ 0 1s, |， 


V1-8) 一 一 也 0 
对 于 8g(K) 之 gartan 子 环 帮 的 元 素 互 (办 ， 有 0(8, O) 的 元 案 
-到 VIM(= 责 GD) 与 它 对 应 。 因 此 , b; (到 "(和 )) 之 短 障 从 (3) 
推 知 是 


oH0)) = —2( 0). 


于 基 , 其 特征 值 (= 权 ) 是 士 0. 按照 入 二 0 安排 1 之 顺序 时 ， 


从 ”特征 向 量 荐 et 与 644 一 Bm， 其 次 ,0 各 吕 ) 之 C+ 和 与 C=> 上 的 师 煌 用 现 的 
权 可 以 同样 地 胜算 击 , 泥 伴 各 为 士 妆 二 和 ;二 和 答 ， 


党 


『 


。 
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其 最 高 权 是 他， 这 就 是 说 , ?1 是 以 $35.2 里 的 4 (mn 一 力作 为 最 
高 权 的 能 鸥 表现 。 因 而 , h; 是 0(3,0) 的 (唯一 的 ) 基 本 的 表现。 
o(8;,O) 之 任意 肠 葛 才 现 的 最 高 权 是 > 3(" 是 整数 ，>>0) ， 


这 个 斌 利 囊 现 号 做 了,(v 一 0 时 ,to 是 一 次 的 震 岩 现 ), 这 样 做 的 珊 ， 
of， 0) 所 有 的 茎 移 表 现 可 以 用 


bo Dd] , Ny 1 » Day 


表示 出 。b* 应 从 by 之 表现 空间 5S 的 ” 吹 张 量 积 S69.…@@S tv 个 ) 
分 解 为 婚 物 成 分 而 得 到 。 也 就 是 谣 , 当 把 属于 5 了 (及 "(9) 之 特征 
信和 名 的 特 生 向 量 s41 一 em 记 作 6, 把 包含 03D.…e 的 399…605 之 
最 沙 -不 变 子 空间 记 作 8 时 ，s 上 的 表现 就 是 所 求 的 。，0s 之 突 
数 实 际 .上 可 证 朋 为 2 十 1，。 鲍 和 如 说 , hi 是 0(3,0O) 的 元 素 对 应 于 其 
自身 的 表现 。 一 般 , 只 有 当 z 是 偶数 时 ; } = 才 引 出 SO(8) 的 一 价 
祥瑞 。 和 加 + 是 奇数 , 对 于 Spin (3) 引出 一 价 囊 现 ， 相对 于 癌 亿 全) ， 
好 引 红 一 价 事 现 。 
利用 各 种 群 ,可 以 使 Spin (8) 具体 化 。 SU 2 二 Spin43) 就 是 
其 一 例 。 还 有 ， 由 实数 体 上 之 二 元 数 体 旬 的 元 素 中 一 二 加 十 了 7 
+68{e; B87;$ 为 实数 , 而且 a 十 B83 十 YY 十 2 二 1) 所 粗 成 的 遇 中 
之 乘法 群 吕 已 决定 了 Spin (3)。 实际 上 ， 吕 是 与 三 亲 球 酒 拓扑 同 
神 的 单 天 通 群 ,对 于 oE ,如 果 有 ?7 所 梨 碟 的 三 革 Baelid 容 
冰 型 (村 为 1 和 十 ?9 十 38 一 人 十 入 二 全) 的 直 变 变 痪 Erot 
与 宅 对 应 的 话 ， 就 能 得 到 由 如 投向 SCO(3) 上 的 同 术 对 应 x.。 x 是 
局 部 辐 术 的 ,xy 之 核 是 由 吕 的 元 素 工 与 一 1 所 粗 成 的 二 位 群 。 这 
组 成 了 昌之 中 心 了 ,而 QQ/ZIS03)、， 对 于 中 3m 一 a1tBi+ 7 
十 SF, 如 果 有 二 次 嫩 嘲 UU,=a7T 一 ~ 一 1(B891 -上 上 ySs 寺 S508) C91,9s， 
是 Paul 芍 旋 短 障 ) 和 定 对 应 ;其 o>U。 就 决定 了 4 守 DU {2)， 


' 


Ap 
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这 是 容易 知道 的 。 

由 于 SU (C2) 是 SLG2, ( 押 之 致密 形 , 因 时 ,如 能 求 得 SL(2,0) 
或 5L(2, 中 的 有 所 有 工 罗 表现 ， 朋 SU (31 所 有 的 弃 蒋 表现 (从 而 ， 
0{3) 所 有 的 弃 狗 表现 ) 是 可 以 求 得 的 。 因 而 ， 红 (2，C) 之 所 有 的 弃 
匀 霄 现 对 记 丰 一 个 Young 图 形 (§ 36. 了 1)。 

使 下 (2 人 0 守 0{8, 人 中 成立 之 同 构 对 谈 , 由 基 庭 间 鸠 对 谈 


0 0 0 /11 
1 0 
< 让 0 D 和 v1 0 0 
6 一 一 2 一 了 二 0) | -1T 0 中 
0 必 一 一 
0 六 人- 1 
1 o 01/ 


沁 定 出 。 从 此 知 造 ,要 求 对 应 于 543;C) 的 用 萌 表 现 沾 > 的 中 (2,0) 
之 既 脱 表现, 械 据 箭 单 计算 , 它 是 对 屿 于 
Young 图 形 的 。 这 就 是 说 , 它 是 利用 。 上 | 一- 下 网 的 丰 
次 的 邓 称 张 量 侍 间 可 以 实现 出 的 麦 现 丰 这 一 点 如 果 从 基本 的 权 去 
考虑 由 本 以 知道 }。 
最 后 , 陪 去 证 朋 而 举 出 加 下 的 重要 分 蔬 公 式 。 
定理 由 Diby 一 Dy 二 byty 1 十 "十 D1y- A ( 兴 边 表示 珍 瑞 之 


本 和 ) 。 
例如 裔 ， bobr 一 Dr 十 bs 十 Da 。 
到 和 间 有 


作为 红 (2，C) 之 表现 来 进行 计算 是 比较 容易 的 。 群 多 址 明 可 
以 套 洪 书 末 文献 穴 [3]。 文 献 奏 里 的 [38] , [12] ,fd14] 也 有 一 些 内 
容 可 以 参考 。 


一 


参考 次 就 :| 1 


参考 交 押 


由 于 正文 中 对 于 指标 再 答 , 不 变 测度 (EEaayr measure) 之 具体 形式 , 不 变 
式 4 Lie 群 之 帮 扩 , 同 次 空间 全/ 豆 等 重 训 问 证 :有 些 合 不 多 完全 设 有 近 到 ,而 
从 第 7 章 开 始 , 差不多 又 把 所 有 扯 卫 全 都 省 略 掉 ， 为 了 便于 荒 卷 进一步 铬 研 |， 
特 : 提 供 以 下 几 种 性 少 文 献 。 

区 鞋 府 和 第 2 章 
| 工 | Co Caevalley: Thaory of Lie eroups, LL Princeton, 1946}. 

这 是 一 本 号 得 很 抽 刍 有 拉 书 ; 如果 不 是 一 面 迹 , 一 面 自 己 用 具体 的 例子 末 
计算 的 节 , 浆 起 未 也 许 是 困难 的 。 然而 ; 这 本 叫 对 于 历来 进 草 方面 不 明确 之 
处 较 允 的 La 狼 答 * 才 在 基础 理 花 上 葵 予 比较 清晰 的 各 壕 。 

菇 3 章 至 第 7 章 
{21 C. Chevalley: Théome des groupes de Lie, II (1951}, IfY 1965) 

‘ CHerinann, Paria),. 
LS3] SBéminaire mophna Lie’’, Eeole Normale Supérieare 《了 DBd 1955). 
[4 郁 饥 与 三 : ,一 环 划 ,现代 数学 讲座 (共立 就 ，195 人 5) 

若 仪 求 对 于 一 般 理 前 的 了 和解 ， 郑 未 尺 要 蒙 这 三 本 书 的 有 关 闪 容 就 驶 了。 

特别 对 于 初学 党 来 坷 ,可 以 从 [和 之 起 。 


[6b] Pontrjagin: Topolomeal gronps (Prineeton》 及 其 改 订 屿 ,最近 有 有 日 


齐 本 出 夏 ( 彬 清光 去 ， 华 两 鞭 光 得 : 汗 续 着 论 ， 车 识 ) (刘涛 广 : 从 有 中 吝 
本 , 曹 锡 华 襟 : 连 模 属 移 ,科学 出 版 社 ) 。 / 
关于 $39 以 后 生前 4, By Or Dn 之 诗 类 性质 的 有 如 下 的 十 政 什 作 。 
[81 FE, Cartan: Oeuvres complates,Partie I, Vol. 1 et 2 (952). 
| 了 1 H. Weyl: Theorie der Darstellunee kontinnjerliecher half-einfacher 
druppen, I, IT, ilf, Math, Zeitsehr. 23, 24 (i1934~ 1925). 
[3 ] H. Weyl: The strncture ohd representation of continuons groups, 
Lecture note ~ 1935), 
L939] H. Weyl: The Ulassiocgl Groups, theirinvarlanta and repreaentationa 
{Prineseton, 1946}. | 
关于 旋 胡 更 的 详 灯 内 容 态 面 有 
(07 CG. Chevalley: Aleebraie theory of spinors. 
LITT E, Uartan: Lecons sur la théorie des Spineurs, TF (AcStualités soi. 


”这 有 


全 4 -和 者 文 喜 


et ind. 843) (Hermann, Paris, 19383). 

对 于 那 在 不 进行 具体 计 滤 ;而 这 模 来 又 感 玫 转 难 的 这 者 订 讲 ,也 许 成 [11 
读 直 是 过 好 的 。 

其 赤 ) 尖 于 二 推 宇 间 之 诬 加 属 的 表 瑰 广 , 有 。 
[12] H. Weyl: druppentheorie und Quartenmechnik ‘Trze), 19311) .一 一 

凸 办 蕉 斑 癌 : 群 瀹 与 量子 力学 (激化 房 }、 
[13] 山内 共 站 : 加 往 洋 上 吃 表现 (江波, 1957). 
[ld] 天 并 铁 郎 ， 砚 川 种 章 ; 苹 表 现 上 原子 及 水 分 子 (发 华 房 ,1949). 
关于 指标 理论 ;有 除 在 [12j，[3J, TL4J]， [6j], [7j， [8jJ, [9] 里 关 或 出 现 外 ， 


[15] 小 平 邦 毒 : 章 视 #4 一 稚 E Ow 开 (科学 ) vol. 16, No. 3 8940) 可 供 
才 老 。 


校 后 训 
管 志 交 


Lis 群 和 Lie 代数 自 及 其 下 示 的 理论 是 很 重要 的 一 个 数学 搞 
域 , 它 与 微分 方程 解析 力学 、 微 分 几何 .代数 拓扑 、 沱 画 分 析 、 量 子 
力学 和 原子 铺 板 等 等 方面 有 着 密切 的 联系 。 到 了 今天 , Lie 群 论 
已 焰 是 一 门 有 着 比较 长 远 历 史 的 学 科 了 。 近 年 来 我 国 科学 工作 者 
也 进行 了 不 少 有 关 的 工作 ,获得 了 若干 成 果 , 但 是 , 系 蒜 地 介 委 有 
关 Lie 群 蕉 方面 的 专著 ， 在 国内 还 极其 鲜 见 。 因 此 本 书 的 出 版 是 
”有 和 爸 的 。 

Lie 群 论 就 是 吉 典 的 连 杭 群 坎 ， 其 锡 匡 人 是 挪威 数学 宗 
Sophns Lie 1842~ 1899) ， 

涪 鬼 概念 首先 是 由 法 国 肖 年 数学 案 fvariste Galois (1811~ 
1882) 在 研究 用 根 式 求解 代数 方程 时 引进 的 。Galois 揭露 了 改换 
群 的 娄 父 特点 与 求解 代数 方程 问题 的 本 质 联 系 。 下 个 突出 的 成 就 
显示 了 鲜 论 的 深刻 的 意义 和 重大 的 作用 。Lie 想 把 Galois 的 理论 
欣 广 未 解 微 牙 磊 程 ,于 是 去 标 前 一 种 新 型 的 .无 限 的 群 一 一 他 称 之 
为 回转 变换 群 。Lie 用 毕生 精力 从 事 于 这 种 群 及 其 不 变量 理论 的 
研究 ,同样 证 明了 这 种 群 对 于 几何 学 .力学 和 微分 方程 等 的 重大 意 
闵 。 防 上 旺 工 作 的 竺 果 , 在 他 的 学 上 坐 了 . Engel 各 .Sohefters 网 雇 
助 下 ,已 被 类 每 胞 下 刘 儿 部 五 著 : 


Lie 名 . 和 Tineel F.: Thecrie der Transftormntionserappen. 


Lie BS, Ri Sehefiers G.? Vorlesnnren iiber INfferentialeloiennngen mit 


站 Lis 民 梁 归 工 i 上 ]gebra 本 书 避 从 原 鞠 ,部 为 工 划 新 入 示 "二 为 "3 现 。 
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berannter infinitesimalen Transformationen. 

Lie 8B. 4h Seheffers G.: Vorlesungen ther eontinuierlishe Grippen mit 
Feometrisehen and anderen Anwenduneel. 

Die BS. 4H Soeheftfers (G3: (eometrie der Beriihrungatransformationen， 


Lie 群 在 儿 何 学 中 有 着 本 质 上 的 意义 。 Qamille Jordan 和 
Felix Klein 指出 ,每 一 门 几何 (初等 的 , 仿 射 的 , 射影 和 的 以 及 拓扑 
学 等 等 ) ,实质 上 都 是 关于 某 种 相当 的 连 种 烙 的 不 变量 的 科学 。 由 
于 许多 学 者 , 特别 是 Wilhelm Killing 和 Elie Oartan 的 努力 ， 
到 了 二 十 世 生 牢 叶 ，Lie 群 的 理 座 已 各 当 充 分 地 建立 起 末了 。 美 
于 Lie 群 与 微分 几何 网 联系 方 茵 ,最近 严 志 达 著 * 李 群 和 微分 几 
何 > 一 书 可 供 套 于 。 “ 

在 Lie 群 理 玲 中 , 特 别 奖 岂 地 体现 着 代 狼 ,几何 分 析 诸 狼 学 
人 身 支 的 相互 联系 与 相互 滩 租 。Lie 笠 这 一 概念 本 身 就 是 群 、 拓 拉 
空间 和 流 形 等 三 个 燃 念 的 有 机 圭 合 ， 这 况 决 定 了 了 Lis 群 理 座 的 深 
到 性 及 其 联系 与 应 几 的 广 活性 。 

Lie 群 的 烧 性 表示 理论 也 是 Lie 和 妊 酚 的 重要 研究 方面 , 这 方 
面 岁 研究 对 于 江 代 物理 学 的 发 展 有 着 重要 音义 ,在 有 限 群 的 情形 ， 
这 一 理 夫 于 十 九 世 纪 末 测 二 十 世 筷 初 就 已 建立 起 来 。 以 后 ， 许 多 
学 者 把 它 推 广汉 Lie 群 的 情形 ， 竺 别 是 AdoIph Hurwitz 引用 了 
积分 的 砌 法 , 象 在 有 限 群 情形 下 对 所 有 群 元 壳 的 求 和 -一 樟 ， 初步 货 
定 了 Lie 群 的 表示 论 。 继 后 工 Sohur 和 了 如. Weyl 等 又 进 一 步 推 é 
进 了 理疗 肥 恬 展 。 在 积分 方法 中 , 测度 理 痊 具有 重要 的 意义 。 和 A 
Haar 族 朋 了 适合 第 二 可 数 公 理 钠 局 部 紧 数 群 的 不 变 测 度 在 在 的 
定理 , 使 著名 的 David Hilbert 第 于 央 题 在 竖 和 至 群 及 可 换 税 的 情 
形 分 别 由 J. YY .Neamann 和 -1.. HoH8TPATRZ 涛 香 了 和 解 央 :.， 关 于 
这 方面 ,以 语 有 很 多 人 ( 百 . Oartan, U, (hevalley, BRoochnar, H.1. 
dedorapip 等 ) 进 行善 大 量 的 工作 ;涉及 到 许多 园 加 深 列 的 问题 ;县 


ee 和 


本 


楼 后 有 .325 


与 污 阔 分 析 租 关 。Lie 群 的 线性 胡 示 的 可 能 性 间 题 ,在 局 部 的 情形 


已 由 二 .AN0 背 定 了 ;至 于 全 局 和 的 和 情形 ,也 有 EE. Uartan, Birkhoff， 
Witt 等 上 做 了 一 些 工作 ; A. HH. Maxpnes 便 得 铬 了 一 个 充 要 条 件 。 
Lie 群 及 其 表示 理论 还 与 特殊 画 数 、 多 复 变 解 术 画 数理 葵 有 很 密 
棚 的 联系 。 和 近年 来 , 状 隐 斤 学 愉 (i, M, TaxapihaHn, M.A. HaiimapE) 
拭 究 了 在 ilbert 衬 间 杰 换 群 时 的 表 % 东 理论 , 这 理论 对 当 析 与 
物理 尤 有 特殊 党 浆 。 

lie 群 的 古典 成 果 , 是 依赖 于 变换 的 解析 性 的 。1900 年 David 
Hilbert 在 巴黎 的 国际 数学 家 代表 六 会 上 提出 了 著名 的 名 个“ 数 
学 关 题 ”其 中 之 一 就 是 Lie 群 中 的 解析 性 是 否 必要 的 同 题 一 一 上 
首 已 径 提 到 过 的 第 五 阅 题 8。 近代 的 连 炉 属 峰 念 卸 者 了 Lie 群 的 
解析 性 要 求 , 使 之 更 为 抽象 。David van Dantzig 便 举 出 速 炉 群 
但 非 Lie 烙 的 例子 。 有 关连 粮 群 万 面 , 读者 可 以 套 并 IIomrpaTEE 
的 名 著 “ 连 辕 群 "。ITomrpara 于 三 十 年 代 之 姑 就 得 芭 了 这 方面 的 
重要 刻 傈 。 他 第 一 次 明晰 地 烷 述 了 让 个 理论 。 

嘲 志 长 央 (Iwahori, N) 所 著 本 书 , 相当 充分 地 闭 述 了 Lie 群 
理论 。 较 之 国际 上 若干 现行 的 Lie 群 专 车， 本 书 有 例证 较 多 等 特 
点 。 原 书 中 所 引 的 套 考 书目 ,有 些 是 日 文 疗 籍 ,考虑 汉 访 者 查 索 的 
方便 ， 特 在 个 别 地 方 补充 了 一 些 国 内 易于 找 涧 的 中 文 套 考 书 。 此 
外 ，Lie 灶 理 论 的 营 干 超出 本 书 范 园 的 有 基部 分 , 认 者 序 中 已 述 作 
了 是 为 舒坦 的 说 明 , 于 此 不 扒 宛 壕 。 

关于 Lie 群 方面 的 参考 韦 , 除 前 面 已 提 汉 的 Lie8. 和 Engel F'. 
与 Lie 8B, 和 Beheffers 避 . 四 部 互 闭 外 ,还 可 推荐 ; 


[ 工 ] Paseal, FE.: Gruppi di Transformasioni. 
[ 2] Vivanti, G.: Leaons elémentaires SUT la théorle des groups de 


transformations, . 


由 ” 妖 砚 卫 . Hilbert: Gesammelte Abbandlingen, Band TII, S. 304~30$, 


FEE .TRY 


236 和 组 后 由 
[3] Campbell J. E.: Iatroduetory Treatise on Lile Theory of Finite 


Continuous Transftormation Gronps, 

[4] Bianehi, Li.: Lezioni sulle teoria dei gruppi eontinui finiti .di 
transformazionl. 

[6] Kowalewaki, dG.: Eimnftiihrang in fle Theorie der Kontinnaierlichen 
ruppen. 


以 上 教程 , 静 名 有 特点 ,但 因 版 本 较 旧 ,在 国内 不 易 找到 。 


[6] Eisenbart, L. P.: Continnous Gronps of Transiormations, Prinee- 
” ”ton, 1933, 有 俄 译本 ， 可 能 在 国内 比较 容易 找到 。 它 的 篇 械 不 大 ， 而 
- ”内容 却 相 当主 襄 ,值得 一 该。 

[71 Chevalley, ft Theory of Lie Qronaps. 本 书 是 现在 比 带 流行 的 著作 ， 
但 因 写 得 比较 抽象 ,初学 者 该 起 米 可 能 很 困难 。 

E8] detdorapea, H. T.: Teoprs rpynmr JILE M-J. LITTH, 1944. 二 书 对 Lie 
群 理 询 天 述 得 很 详尽 ,村 料 直 富 "而且 处 理 得 很 六 雍 ， 芭 一 村 喜好 的 涛 
考 书 。 

i 97 Cohn, P.M Lie eroups, Cambridge, 1967. 

[10] Zaseras, E. Bt (中 祥 本 ) 宇 单 厅 李 代数 的 精 构 ,科学 出 版 社 ， I954. 

FEI] fehouten, J. A.: Vorlesung lber die Theorie der halbeinfachen 
Kontinuierlichen Gruppen,. 

[Til2] Van der Waerden, B. L.: Vorlesnngen tiher Eontinuierliches Gruap- 


pene 
有 :党 "Lie 群 与 几何 学 方面 的 书籍 ,可 推荐 : 
[18] 严 志 达 : 李 群 和 微分 几何 ， 人 民 教 育 出 版 社 ，1960. 韦 中 详 重 介 杂 紧 
狼 Lie 群 和 与 它 相 关 的 复 咎 单亲 Lie 伐 数 。 在 几何 学 对 称 了 Iemann 
罕 阅 时 现 点 下 夺 论 实 侍 单 各 ie 代数 及 其 分 类 ,下 同和 询 等 问题 。 
[3 Karas， B. DB.: OoapoBatEH Teomorphan, Heoropanecrnt orepe YORE 
OF OCHORAHHAT reoverpar, Onecca, 1907, Tow I1. 
秤 座 在 近代 物理 学 中 和 胸 让 用 辣 题 ， 近 年 素 为 国内 更 多 的 数学 
物理 工作 者 所 关心 。 关 于 这 方面 ， 可 以 套 考 本 从 书 中 风 有 鞠 书 籍 
以 及 原著 中 提 到 的 若干 日 次 专 老 和 和 


和 


| 


一 
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5] Raeah, 4.: (中 节 本 ) 和 群 论 和 根 带 ， 商 等 教育 出 版 入 ，1969, 菠 书 介 胡 


Lie 群 青竹 及 群 才 示 理论 在 原子 烙 构 疾 题 荆 的 应 用 。 


[163 Josapexmii 【. 入 ,: 《中 译本 ) 群 葵 及 其 在 物理 学 中 的 应 用 ， 科学 出 版 


社 ; 1858, 下 夭 箱 向 和 有 1 是 一 
本 很 公 面 的 涛 吉 书 。 


[17]' Heime, Y.: Group theory in duantunm meolanies Porgamon, 19680,. 


本 书 介 帮 群 论 在 量子 力学 中 的 主要 应 用 。 


此 外 ,还 可 推举 > 

上 Weyl, H.: Gruppen-theorie und Quantenmeohanik, ,Hirzel, 
Leipzig, 1928. 

{19] Wigner, R.: GQruppentheorie vnd ihre Anwendungen anf die 
Quantenmechanik des Atomspektren, Vieweg, Braunsehweig, 1931. 

[30 ,an der Waerden, B,L.: Die druappentheoretiaseche Metliod la der 
Quantenmechanik, Berlin, T1932. 

[21] Bhagavantam, :其 Venkataravudi T,: Theory of Gronps and i 
applieation to phyaioal problema, Andhra Univeraity, 1948. 

[22] Hipgman, 'B.: Applied group-theoretiec and matrix methods, Oxford 
1955, 


最 后 ,位 略 地 介 厅 一 下 国内 有 关 方 面 的 工作 。 解 放 廊 来, 有关 


Lie 群 的 研究 电 获 得 苦于 可 贵 的 成 就 上。 自学 复 证 明了 有 关 代 数 


的 jie 群 、Lie 代数 基本 定理 ; 泽 康 喷 究 了 最 小 慨 间 期 群 网 题 > 户 
志 达 ,起 已 元 、 陈 仲 沪 ,、 郭 忱 成 , 丁 石 利和 畦 人 研究 了 Lile 代数 的 分 类 


， 及 构造 ;关于 示 性 数 域 上 的 Lie 代数 , 沈 光宇 、 许 以 超重 获得 若 
于 在 果 ; 圣 罗 庚 、 万 新 先 对 Lie 环 进 行 了 研究 ; 华罗庚 发 展 了 群 宸 


未 理 访 ,并 富有 成 效 卸 将 其 成 用 于 多 复 变 函数 给 ;华罗庚 还 把 群 类 
示 蓓 应用 于 不 等 式 的 研究 ; 严 志 法 计算 了 特殊 Lie 群 的 Betti 数 ; 
吾 罗 康 、 员 光大 、 陆 户 钵 、 严 志 达 、 陈 雅静 等 获得 了 基于 Riemann 
流 形 的 若干 重要 桔 果 ; 谷 超 宫 千 在 微分 流 形 及 Lie 群 上 坷 学 方面 


力 ” 峡 昂 < 二 年 素 的 中 国 科学 一 数学 ?, 寿 学 出 版 社 ， 1959。 


了 2 杭 后 名 


也 做 了 不 少 工 作 。 近 年 来 ,关于 群 才 示 丛 的 物理 应 用 的 研究 ,进展 
天 为 迅速 ,其 中 尾 别 有 此 宗 炮 车 人 的 工作 。 


在 本 书 出 版 之 际 ,路 抒 所 见 如 上 , 为 学 识 所 限 , 不 免 多 有 尔 妥 
之 处 , 千 项 同志 们 批评 指正 。 


